第 1 章 


拓扑 动力 系统 基础 


拓扑 动力 系统 的 研究 有 一 个 一 般 框架 ， 由 一 些 基本 概念 和 它 
们 之 间 的 相互 关系 构成 ， 人 尾 何 特殊 系统 的 讨论 都 围绕 这 个 框架 进 
行 .本章 的 目的 , 是 在 最 一 般 的 情形 下 给 出 这 个 框架 , 包括 动力 系 
统 的 定义 .、 子 系统 、 回 复 性 、 传递 性 和 混合 性 以 及 拓 盾 共 罗 和 半 共 
章 去 讨论 ， 
本 章 和 下 一 章 的 目的 是 两 重 的 ， 一 方面 为 读者 提供 较为 完整 的 拓 
扑 动 力 系 统 基础 , 另 一 方面 则 是 为 本 书后 面 的 讨论 提供 方便 . 


$ | 动力 系统 和 于 系统 


§1.1 动力 系统 和 子 系统 


设 六 为 紧 芍 度量 空间 ， 

了 于 一 豆 
为 从 于 到 自身 的 连续 映射 . 

了 可 以 看 作 是 之 上 的 一 个 作用 : 每 一 点 2E 了 在 了 作用 下 生 
成 象 点 jao) ,jw 仍然 是 葡 中 的 点 ,了 可 以 对 它 继 续 作 用 ， 生 成 
象 点 了 (fCw)) 一 J?*(w)， 这 个 过 程 可 以 无 限 进行 下 去 , 即 

f°?=id, 即 互 上 的 恒 同 映射 ， 
fi=7, 
f° =f 
一 般 地 , 对 n 之 2， 
f°=f"-12f, 
其 中 符号 。 表 示 映 射 的 复合 , 


定义 工 革 上 连续 自 映 射 序列 
{f°, fs 户 ， ed 
叫 作 “ 瑟 上 由 连续 自 上 映射 了 经 达 民 市 生成 的 离散 拓扑 半 动 力 系 
统 ”. 
当 上 是 世上 各 同 豚 时 , 存在 相反 方向 的 迭代 , 因而 得 到 
A i ‘0 i f, » 下 人 f”, }, 
这 叫 作 ` 上 由 上 髓 同 胚 闻 经 选 代 而 生成 的 离散 拓扑 动力 系统 ， 

对 上 和 了 加 上 可 微 性 条 件 , 可 以 定义 离散 微分 动力 系统 或 半 
动力 系统 , 也 可 以 定义 连续 动力 系统 ( 苑 流 )。 本 书 不 涉及 这 些 , 我 
们 不 去 讨论 . 

本 书 讨论 的 主要 对 象 是 离散 拓扑 半 动 力 系统 . 除非 舅 有 声明 ， 
我 们 总 是 用 (六 ， 用 表示 由 紧 致 可 度量 空间 了 上 前 连续 自 映 射 了 


.生成 的 离散 拓扑 半 动 力 系统 , 简称 动力 系统 或 紧 致 系统 ， 所 以 ,一 


个 动力 系统 出 两 个 概念 合成 ， 即 紧 致 度量 空间 《 底 空间 ) 和 它 上 面 
的 一 个 连续 日 映射 \ 连 续 作 用 ). 1 

[ 例 JJ 设 全 = 一 [0 1], (TZ, 力 思 作 线 段 自 上 映射， 或 线段 
动力 系统 . 线段 动力 系统 是 最 简单 的 非 平凡 动力 系统 , 也 是 目前 
研究 得 比较 充分 ， 成 果 比 较 丰 祖 的 动力 系统 . 线段 动力 系统 是 唯 
一 可 以 在 平面 上 画 出 图 象 的 动力 系统 ， 这 就 给 对 它 的 研究 带 来 了 
极 大 方便 ， 例 如 , 从 图 和 锭 上 可 以 一 眼看 才 , 线段 自 映射 一 定 有 不 动 
点; 即 爱 射 图 象 与 相 空 间 对 角 线 的 交点 ， 另 外 , 也 很 容易 在 图 象 上 
从 一 点 找到 它 的 象 包 ,如 图 11 所 示 . | . 

线段 自 映射 即 是 读者 比较 熟悉 的 一 元 连续 函数 ， 我 们 将 会 看 
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到 , 一 元 函数 和 由 它 生成 的 动力 系统 有 重大 不 同 、 例 如 ,线性 或 分 
段 线性 函数 一 般 被 认为 是 简单 的 ， 但 是 由 分 吴 线 性 函数 生成 的 动 
力 系 统 却 不 一 定 简单 ， 有 时 比 非 线性 函数 生成 的 动力 系统 楼 复杂 
得 多 .图 1-2 中 图 人 i)， 作 为 一 元 函数 不 一 定 简单 ， 但 作为 动力 系 
统 则 是 简单 的 。 相 反 , 图 (站 ) 作 为 函数 是 简单 的 , 但 作为 动力 系统 
则 十 非常 复杂 的 . 导致 这 种 区 别 的 康 因 是 , 函数 研究 往往 不 考 起 
近代 ,而 动力 系统 则 主要 是 研究 点 在 迭代 作用 下 的 渐 近 人 性质。 对 
图 1-2 中 图 (i) 而 言 ,每 一 点 在 迷 代 作用 下 都 趋向 了 的 唯一 的 不 动 
点 ,因而 作为 动力 系统 它 是 简单 的 .但 对 图 1-2 中 图 ( 放 ) 而 言 , 绝 
大 多 数 点 在 送 代 作用 下 都 是 非常 复杂 的 ， 因 而 由 这 个 分 段 线性 函 
数 生成 的 动力 系统 就 非常 复杂 ， 

[ 例 2] 设 王 -85 芭 贺 户 。， C83, 廊 叫 作 国 周 自 映 射 ， 或 加 
周 动力 系统 ， 圆 周 动 力 系 统 在 紧 致 曲面 上 微分 动力 系统 研究 中 有 

线段 和 圆周 是 仅 有 的 一 维 紧 致 连通 流 形 ， 它 们 上 面 的 动力 系 
统 既 有 紧密 联系 , 亦 有 重大 不 同 。 例如 ,如 前 所 述 , 线段 动力 系统 
一 定 有 不 动 点 , 但 圆周 动力 系统 却 不 一 定 。 线段 和 圆周 动力 系统 
通称 一 维 动力 系统 , 一 维 动力 系统 受 底 空间 拓扑 结构 制约 过 强 ， 
其 结论 往往 不 能 向 一 般 情形 推广 ， 
定义 2 设 ( 工 , 力 为 紧 致 系统 。 如 果 紧 致 子 集 互 oC 互 对 上 
不 变 , 即 


f(DCTo, 
则 把 了 在 和 并。 上 的 限制 映射 
flix 下 or~> 克 0 


所 生成 的 紧 致 系统 (Xo, flz,) 或 fix,。， 称 为 (XX， 让 或 /的 于 系 
统 . 

子 系 统 在 动力 系统 研究 中 扮演 着 重要 角色 ， 大 体 而 言 , 给 定 
一 个 紧 致 系统 { 瑟 ， 访 ， 我 们 要 研究 的 是 它 的 动力 性 状 ， 例 如 下 面 
将 要 定义 的 周期 轨道 的 存在 性 等 ， 很 显然 , ( 卫 ， 朋 的 每 一 个 子 系 
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统 的 动力 性 状 是 ( 瑟 , 了 ) 的 动力 性 状 的 一 部 分 ， 而 (了 了) 的 全 体 动 
力 性 状 可 由 它 的 全 部 子 系统 决定 ， 

对 每 一 点 xE 对 ,x 在 作用 下 生成 的 轨道 

{%; fF), Co 

记 作 orbktz)， 我 们 将 会 看 到 ， 动 力 系统 的 问题 是 多 种 多 样 的 , 但 
其 核心 问题 却 是 轨道 的 渐 近 性 质 或 拓扑 结构 ， 即 当 mw>coc 时 轨道 
的 极限 性 质 . . 

给 定 wEX, 易 见 必 的 轨道 orb{zw) 是 对 了 不 诡 的, 因而 紧 致 子 
集 orbtz)( 即 轨道 的 闭 包 ?也 对 了 木 变 ， 六 此 

re orb(lz) -> orb(z) 

是 子 系统 ， 这 是 构造 子 系统 的 一 种 重要 方法 。 这 种 子 系统 也 是 最 
基本 最 重要 的 子 系 统 , 
§1.2 映射 空间 


设 革 为 紧 致 度量 空间 ，4 是 它 的 一 个 拓扑 上 度量 ， 记 下 上 全 
体 连 续 自 映射 的 集合 为 OC"(X). 下 面 在 OC 全) 上 定义 -个 度量 ， 
使 CX《 王 ) 成 为 完备 度量 空间 . 
定义 8 假设 同上 ， 令 
p: OXF) YOU(T) Rt, 
使 得 
olf, 9) = sup{a( f(z), g(2))}. VP gE OA) 
据 革 的 紧 致 性 ， 易 见 p 是 有 定义 的 ， 租 易于 验证 下 述 条 件 满 
足 ， 
i) plf, =0f yg, Yh gE ONX); . 
ii) plf, g)=p(g, f), Vf, gE ONCX), 
iii) plf, 1)<plf, g)+plg, h), Yh gy, RECAUR). 
因此 pp 是 CXX) 上 一 个 度量 ， 进 而 , 易于 验证 对 p 而 言 , Co( 科 ) 
是 完备 空间 ， 即 CX) 上 的 每 一 个 柯 西 序列 都 收 合 到 0O?( 焉 ) 中 
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的 一 个 点 ， 由 诱导 的 CS) 的 拓扑 ， 称 为 拓扑 或 一 致 收敛 
拓扑 . 

给 定 一 个 紧 致 可 度量 空间 互 ， 互 上 的 动力 系统 的 问题 大 臻 
可 以 分 为 两 类 : 一 类 是 孤立 地 讨论 由 一 个 自 映 射 生成 的 动力 系统 
的 动力 性 状 ; 另 一 类 出 是 把 一 个 动力 系统 看 作 是 CO) 中 的 一 个 
所 研究 在 诸如 微小 扰动 下 动力 性 状 的 改变 ， 在 本 书 所 讨论 的 范 
国内 , 前 者 是 主要 的 , 仅 在 少数 情形 下 涉及 后 者 ; 而 在 微分 动力 系 
统 研究 中 , 情形 刚好 相反 ， 例如 , 一 个 时 期 以 来 , 微分 动力 系统 的 
核心 中 统 动力 
性 状 的 改变 问题 (参见 [9] 和 [10]). 


$2 回 复 性 


82.1 回复 性 


如 我 们 在 $1 中 所 说 , 动力 系统 的 核心 问题 是 点 的 轨道 的 浙 
近 性 质 或 拓扑 结构 ， 以 后 我 们 将 会 看 到 ,只 有 那些 具有 某 种 回复 
性 的 点 的 轨道 才 是 重要 的 ， 下 面 我 们 引进 回复 性 的 概念 

设 ( 卫 ,有 ) 为 紧 致 系统 . 

定义 1 对 于 %E 了 及 ,如 果 存 在 整数 n>>0， 使 得 f"(w) =x, 则 
把 < 叫 作 了 的 周期 点 ; 并 把 使 1"(%) =% 成 立 的 最 小 正 整 数 % 叫 作 
它 的 周期 , | 

了 的 全 体 周 期 点 的 集合 , 记 作 了 (了). 

周期 为 1 的 周期 点 叫 作 不 动 点 ，f 的 全 体 不 动 点 的 集合 记 作 
了 (f)， 易 证 ,了 (了) 是 下 的 一 个 闭 子 集 . 

周期 性 是 最 强 的 回复 性 ， 也 是 最 重要 的 回复 性 ， 下 面 陆续 引 
进 的 回 妇 性 都 是 周期 性 的 推广 . 

[他 二 线段 自 映 射 (TI,， 了) 一 定 有 不 动 点 , 因此 

OEEFIICP). 

如 上 节 所 述 , 这 是 由 底 空间 工 的 拓扑 结构 所 决定 的 . 


[ 例 2] 图 同 自 映 射 (81, 让 情形 比较 复杂 , 它 可 以 有 不 动 点 ， 
也 可 以 没有 ; 它 可 以 有 周期 点 但 无 不 动 点 ， 也 可 以 无 周期 点 ， 例 
如 ; 绕 圆心 的 一 个 无 理 角度 旋转 就 没有 周期 成 , 而 有 理 角 度 旋 转 ， 
一 般 就 无 不 动 点 但 有 周期 点 . 

[ 鲍 3j 记 B? 为 欧 氏 空间 RR"(m 之 1) 中 的 实体 球 . 据 著 名 的 
布 劳 囊 尔 不 动 点 定理 , (B", f) 一 定 有 不 动 点 (参见 [6]). 

定义 名 对 于 xE 节 , 如 果 存 在 正 整 数 递 增 序列 nm%, 使 

lim fv) = ; 


或 等 价 地 , 对 任意 6>0, 存在 n>0, 使 
fr)EV, 3) 
这 里 克 (本 一 切 E 区 13(w 芒 < 时 是 的 半 短 为 = 的 球形 信 吉 


“显然 回复 性 是 同期 性 的 推广 了 的 全 体 回复 点 的 集合 记 作 
(ff)， 以 后 将 让 明 , 每 一 个 紧 致 系统 都 有 回复 点 , 即 RCf) 总 是 不 

定义 8 对 于 xE 开 , 如 果 存 在 s>0, 使 

大 (ae 站 Fa 8)= 人 全， vn>0 
则 把 % 叫做 了 的 游荡 点 ; 如 果 % 不 是 了 的 游 落 点 , 即 对 每 一 个 8 之 
0, 存在 2”>0, 使 . 
f"(V lg, a))NV(e, 6)¥Y, 

则 把 z% 叫 做 了 的 非 游 东 点 ， 

从 定义 可 以 看 出 ,f 的 游荡 点 集合 是 节 的 一 个 开 子 集 . 因而 ， 
了 的 非 游 落 点 的 集合 是 苹 的 团子 集 ， 叫 作 了 的 非 游 荡 集 ， 记 作 
Qf). 


FI CPACROACQF), 
而 且 , 容易 验证 ,它们 对 了 都 是 不 变 的 ， 例 如 ， 
&. 


f (ROYCECRO), 
等 . 于 的 这 个 子 集合 序列 构成 了 了 的 回复 性 的 几 个 不 同 层次 ,可 
以 举例 说 明 ， 上 述 包 含 关 系 的 每 一 个 都 可 以 是 真 包含 , 而 且 卫 (f) 
和 召 ( 力 一 般 不 是 闵 子 集 ， 再 者 , 回复 点 是 点 本 身 在 迭代 作用 下 回 
复 ,; 而 非 游 范 点 则 是 点 的 邻 域 的 回复 ， 非 游荡 性 是 最 弱 的 回复 性 . 
限制 在 非 游 荡 集 上 的 子 系统 . 
fl ow 2(f) > 20) 


、 症 最 重要 的 子 系统 , 在 某 种 意义 下 , 它 可 以 代替 原 系统 而 保留 全 部 


重要 动力 性 状 . 
设 4 六 是 对 了 不 变 的 闭 子 集 , 易 证 
(F=f; 
PF)=P) Nd, 
R(f .4) = Rf) Nd, 
但 一 般 地 ， 
8 信人 人 
可 以 是 真 包 食 ， , 
考虑 如 图 2-1 所 示 的 线段 动力 系统 (I 了 了). 
易 证 zx 车 QCf14), 伺 xE (有 )， 因 为 sz 在 
内 的 邻 域 形 如 玉 - (zx, 8) 一 《x 一 ew]， 而 
AV-(z, sf ea 是 和 的 不 动 点 ， 显 然 ， 
vf )， zz 在 工 中 的 邻 域 是 V(x, 8) 一 
-tw ejUVi(z,， 8) 一 (x 一 8，% 十 68)， 易 见 -和 使 
了 CTFo 2))30, 但 f(0) 一 xz, 故 
f°"riV (rx, e)) NV ts, A . 1 
即 EAR NA, | 


§ 2.2 ww- 极 限 集 


设 (， 六 为 紧 致 系统 ， 2-1 
定义 和 设 xES. 如 果 存 在 递增 序列 ne 使 


Tim f(s) =y, 
则 把 点 Y 叫做 的 wm- 极 限 点 (2EX) 并 称 z 的 全 体 - 极 限 点 
的 集合 为 z 的 -极限 焦 , 记 作 wlz, f)， 易 证 
wz f)=[ ) Lorb( f(z)), 
即 w(z, 了 ) 是 4 的 轨道 orb(x) 的 全 体 极限 点 的 集合 ， 当 xzEP(F) 
有 时 ,显然 
ow, f) = {z, FO2), oO] 

其 中 nn 之 1 是 < 的 周期 ，w(z， 了 ) 描 述 了 42 的 轨道 的 渐 近 性 质 或 拓 
扑 结构 ， 在 这 个 意义 上 可 以 说 , %- 极 限 集 是 动力 系统 的 最 基本 和 
最 重要 的 概念 之 一 ， 

命题 了 设 zEX. 则 wtw, 力 是 总 的 非 空 闭 子 集 . 

证 明 orb'z) 艳 紧 致 度量 空间 万 上 的 一 个 序列 , 因此 它 有 子 
序列 收 仇 到 苇 上 某 一 点 , 这 个 点 包含 在 Q(z 及 内 ， 故 w(xz， 用) 不 


空 ，w(z, 了 的 闭 性 易 由 定义 直接 看 出 ， 口 
命题 2 设 zE 苞 , 则 
fols, 六 )=o(o f) olf (0), 1). vi>0 
这 可 从 定义 直接 去 证 明 . 


限制 在 wz， 力 上 的 子 系统 是 最 重要 的 子 系统 ， 动 力 系统 的 
人 
命题 3 设 zE 王 . 则 
ER(f) 人 36of2 fF). 
可 从 定义 直接 去 证 明 . 
定义 6 设 zE 了 字 、 车 存在 pEP(f), 借 
Hm df 2), 六 
则 称 z 为 了 的 渐 近 周期 点 ， 当 存在 *>0, 使 
fr)E PS) 
时 , 则 称 z 为 了 的 终于 周期 点 ， 
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显然 , 终于 周期 点 是 渐 近 周期 点 ， 易 于 举例 说 明 , 终于 半期 点 
可 以 不 是 周期 点 , 渐 近 周期 点 也 可 以 不 是 终于 周期 点 。 再 者 , 易 见 
韭 周 期 的 渐 近 局 期 点 不 是 回复 点 。 的 渐 近 周期 点 集 和 终于 周期 
点 集 分 别 用 A4P(f) 和 召 P(f) 来 表示 . 

命题 4 设 zE 球 ， 则 ww 作 4P(f 了 ) 北 涵 wlz， 用 不 可 数 ， 

证 明 设 w 午 4P(f)， 先 设 w(z, f) 有 限 而 导致 媚 盾 。 这 时 
w(x, 了 ) 中 每 一 点 都 是 了 的 终于 周期 点 ， 因 而 wlz， 用 有 了 了 的 周期 
瓜 ， 不 奶 设 woEofkw 有 ) 是 了 的 周期 点 , 其 局 期 为 n>1, 

但 


8 一 min {dy, sy}}>0 
Bee 


据 了 在 全 上 的 一 致 连续 性 , 存在 号 >5>0, 使 
ERX, Gly, 4) <5 = Afy), J(2)) < 8. 
显然 ,存在 充分 大 的 >>0, 使 得 当 1> 时， 


Fo€ U,V 8). 
不 妨 设 fr(w) EV (ao， 8)， 于 是 


fw) EV (0), $). 


而 据 e>9 的 定义 , 易 见 有 

fH EV (fm), 5), 
这 蕴涵 

fm EV Fm), ). Yi>0 

用 于 56>0 可 以 任意 小 , 这 明显 蕴涵 

lim a(f'(a), f1(0)) =0, 
有 限 的 . 

下 设 ww, 了 ) 无 限 但 可 数 ， 易 见 , wCw, 了 ) 无 孤立 点 ， 令 


Of2， 万 一 [ae 小 
任 取 3>0 存在 加 >>0, 使 
neEV(, 0)., 
取 5 >>0, 使 
Vy,,, SSCV Gy, 5) 
且 
EV, 61). ?一 也 2, 1%, 1 
归纳 地 ,对 纪 >0 入 ,EVO ,5i-1); 取 汪 0, 使 
V lyn 61) CV (Ys Hit) 
县 
NEV ss, $7), b=1, 2, ,ni—1 
显然 , 当 i>co 时 ，6i 一 0， 据 折 扑 学 中 著名 的 贝尔 (只 , 工 . Baire) 
定理 (三 义 区 间 套 定理 , 参见 [2])， 
A VE 5 一 人 
其 中 wyEolw, 有 )， 易 见 
YE {yt oo 一 Oo) 
这 矛盾 就 证 明了 w(x, 廊 是 不 可 数 的 . 口 
推论 设 zE 王 ， 则 ok 方 或 是 由 了 的 一 条 岗 期 轨道 组 成 ， 
或 不 可 数 ， 
命题 5 设 xE 玉 ， 则 对 任意 % 守 0, 有 
or = olf' le), f°), 
Fao), 一 OCT i=0, 1,'-, n—2 
FoF Ae), Ff)) = 0(%, f*). 
从 定义 出 发 即 可 直接 验证 ， 
命题 6 BR"(f)=R(fF), Vn-0. 
证 明 BC( 有 二 BRC) 是 明显 的 ， 下 面 用 归纳 法 证 明 RF) 导 
R(f"), Yn>0, 
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当 n 二 1 时， 结论 当然 成 立 ， 设 加 >Q， 结 论 对 ms 局 已 经 成 
立 ， 下 而 证 明 n 一 m1 时 结论 亦 成 立 ， 

设 oER(f)， 据 命题 5 

seEofz f= otFto， f°), 
若 =Eotko, 了 "), 则 结论 已 效 证 ， 下 设 0<p<n 是 最 小 的 整数 ,使 
wE olfr(w), f°), 
易于 证 明 , 这 殖 肖 
ol Cam), f°) fob, f°)). 
因此 ,了 亦 是 满足 
oo ffl, J")) 


的 最 小 下 整数. 
因为 六 (oCw 广 ))Cofzy 关 )， 所 以 存在 最 小 的 正 整 数 4<m 
使 
万 of .于 oa 1°), 
我 们 有 


folw, 大力 Coto TCF wr f°)). 
不 坊 设 pt 并 用 了 ?作用 上 式 , 得 
fw FCf ms, f))TColr, f"), 
据 关于 上 的 假设 , 我 们 有 :=p, 且 
(oo f°)) or, f°). 
令 %n=pqg 十 7, 0<r<2p, 2 和 > 均 是 非 负 整数 ， 我 们 有 
ov, 1 四) 一 Pofo 闫 )) 一 产 (rofw f°))) 
= 了 "(oe 1")). 
据 关 寺 的 假设 ,r 一 0 因此 n=pg. 
若 包 一 十 则 
or, FYI), f= fy), f°). 
易 见 , +Ealr, 了 ,结论 获 证 . 
下 设 2>>J1， 这 时 2<mw 9<9a。 据 归 纳 假设 ,2€ RC(f?); 并 把 
il 


归纳 假设 应 用 于 PP，“E RC((f?)) = 如 (ro) 一 BR(). 
$ 3 抵 扑 传送 性 和 拓扑 混合 性 


$3.1 拓扑 传递 性 


设 ( 环 , 有 为 紧 致 系统 
定义 1 了 叫 作 拓扑 传递 的 , 如 果 存 在 2E 玉 ,使 得 
Orb(o) 一 互 ， 
即 x 的 轨道 在 卫 内 处 处 称 密 . 
下 述 命题 给 出 拓 扩 传递 性 的 几 个 等 价 条 件 ， 从 不 同 角度 刻 划 
了 拓扑 传递 性 这 -一 重要 概念 ， 显 然 ， 它 们 的 每 一 个 都 可 以 作为 拓 
护 传 递 性 的 定义 ， 
先 同 忆 拓 扑 学 中 一 个 名 词 : 卫 的 一 个 子 集合 叫 作 地 -型 集 , 如 
果 它 是 斑 的 可 数 个 开 集 合 的 交集 ， 
命题 1 设 A)= 荆 ， 即 了 是 在 上 的 山下 述 条 件 是 等 价 
的 : 
i) 了 是 拓扑 传递 的 ; 
ii) 车 4C 闭 , 且 扩 人 DCA, 则 A4= 于 或 4 在 不 内 无 处 
和 狗 密 ; 
iii) 车 了 忆 开 ;用 玉 BD)CERH, 则 加 = 信 或 加 在 下 中 处 
处 稠密 ; 
iy) 对 任意 非 空 开 集 v.4C 达 ,存在 > 使 
f "0 Nv 
Vv) 对 任意 非 空 开 集 & ?CC 三, 存在 %>0, 使 
frGDna 1 


vi) 集合 
{zE 互 |orb(z) 一 并 
是 互 的 一 个 处 处 稠密 的 Gs- 型 集 . 
证 明 ii 一 这 设 wE 开 ,使 得 
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OF7Brz) 一 了， 
又 设 4C 互 闭 且 fcC4. 设 44 的 内 和 集 4 天 作 ， 据 假设 ,存在 
p>0, 使 J?(z)E4， 由 f( 卫 )= 且 和 60rbtw) 一 卫 , 易于 看 出 
ft jc) …, oo) UL4= 开 . 
用 了 作用 于 上 式 p 次 ,得 4= 卫 ， 即 4 含有 内 点 昔 涵 4= 开 ， 
入 沪 进 设 加 CC 入 开 且 了 1( 妨 )CEB， 易 见 
了 -及 一 慷 ) 二 芋 一 孔 
或 
XX— Bhof(T—B). 
即 闲 子 集 肝 一 加 对 了 不 变 ， 据 i 一 加 ~ 革 或 全 ~ 加 在 及 
内 无 处 稠密 , 即 如 = 好 或 如 在 三 内 处 处 稠密 . 
ji >iy 设 非 空 开 集 4.2CC 了 ,显然 
f(D)) QF). 
据 进 , 了 7"(w) 在 信 内 处 处 稠密 ， 因 此 ,存在 n>0, 使 
f-"(w) NN v0. 
iv 今 Y 设 非 空 开 集 uoC 卫 ， 据 iv, 存在 %>0, 使 得 
fw) fu. 
但 是 易于 证 明 
fr"CfonoD = Nf FG. 
这 就 证 明了 iv 过 YY、 同 样 可 以 证 明 Y=>iv. 
iv 一 Yi 设 fu} cl 是 斑 的 拓扑 的 一 组 可 数 基 。 不 难看 出 
{EX lorbls) = X= Uf-"Cu). 


据 iv 易 见 ,对 每 一 个 n>0, Lf-"(us) 在 于 中 处 处 笛 密 , 因此 如 
成 立 . 

Yi: 淳 i 明显 

拓扑 传递 性 是 动力 系统 的 一 个 基本 概念 ， 给 定 一 个 紧 致 系统 
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( 忆 ， 万 ， 它 不 一 定 是 拓扑 传递 的 , 但 它 一 定 有 拓扑 传递 的 子 系 
统 , 这 是 因为 , 据 命题 1 和 $2 的 命题 3, 对 每 一 个 ER( 有 ), 子 系 
统 
了 | te,p: afo f) -> ww, fF) 

是 拓扑 传递 的 ， 反 过 来 ，( 卫 ,及 的 每 一 个 拓扑 传递 的 子 系 统 都 可 
以 通过 这 种 方式 得 到 ， 可 以 直接 证 明 BR(f) 天 J, 但 我 们 这 里 不 去 
证 明 它 , 而 把 它 当 作 后 面 一 个 命题 的 推论 . 

从 定义 工 易 于 看 出 ， 拓 扑 传递 的 紧 致 系统 的 每 一 个 真子 系统 
的 底 空间 在 原 系统 底 空间 内 都 是 无 处 稠密 的 ， 
$3.2 拓扑 混合 性 

设 ( 茸 , 了) 为 紧 致 系统 . 

ee (fxXf. 寂 X 下 -> 区 六 瑟 ) 

人 人 
其 中 瑟 x 闷 表示 X 和 自身 的 拓扑 积 ， 易 见 , fx FE O2( 互 x 并 ). 

定义 如 果 fx 了 是 拓扑 传递 的 , 则 称 了 是 拓扑 弱 混 合 的 . 

定义 3 ”如果 对 任意 非 空 开 集 刀 C 瑟 ,存在 六 >0 使 得 

JP 站 aa 天 好， vyn>N 

则 称 了 是 拓扑 强 混合 的 . 

据 拓扑 传递 性 的 定义 ，7 是 拓扑 弱 混 合 的 ， 相 当 于 对 三 的 性 
何 非 空 开 集 所 、 和 如 ,存在 0 使 

(FxF) ux va) N Cax va) = (fF"Cn) x f°01)) NN) Cas x oo) 


| £0, 
即 (za) NN us¥ 1, f°"(v) NN va i. 
从 这 里 易于 看 出 : 
拓扑 强 混合 性 = 坊 拓 扑 弱 混合 
僵 拓 扑 传递 性 ， 


但 一 般 而 言 , 反 过 来 都 是 不 成 立 的 . 
与 拓扑 传递 性 不 同 , 不 但 给 定 紧 致 系统 可 以 太 是 拓扑 混合 的 ， 
14 


它 也 可 以 没有 拓扑 混合 的 子 系 统 ， 最 简单 的 例子 是 ， 无 理 角 度 旋 
转 的 贺 周 自 映 射 , 它 本 身 是 拓扑 传递 的 但 不 是 拓扑 弱 混 合 的 , 也 没 
有 子 系统 是 拓扑 弱 混 合 的 . 

在 一 个 紧 致 系统 ( 焉 , 了 ) 中 ;下 可 以 看 作 是 底 空间 天 上 的 一 个 
连续 作用 ,每 一 点 wE 芝 , 在 了 作用 下 变 成 象 点 f(z)、 这 种 作用 无 
限 继 续 下 去 , 就 在 文 上 引起 了 一 个 运动 ， 不 同 的 作用 引起 的 运动 
也 不 同 , 有 的 可 能 复杂 些 剧 烈 些 , 有 的 可 能 简单 些 平缓 些 。 在 某 种 
意义 下 给 这 种 运动 的 复杂 性 或 混乱 程度 一 个 描述 是 士 分 重要 和 基 
本 的 ， 它 将 导致 在 同一 底 空 间 上 系统 的 分 类 ， 不 问 的 分 类 相互 比 
较 古 动力 系统 研究 的 重要 一 环 ， 本 节 引 进 的 三 个 概念 , 特别 是 拓 
扑 弱 泥 合 性 和 拓扑 强 混合 性 可 以 用 米 描 述 上 述 运 动 的 复杂 性 或 混 
乱 程 度 ， 我 们 将 对 符号 动力 系统 深入 讨论 它们 ， 


8 4 极 小 集 和 几乎 同期 点 


$4.1 极 小 集 和 极 小 映射 


” 设 ( 了 他, 让 为 紧 绕 系统 ， 
定义 1 如 理 
orb'iw)= 了， YeE 互 
即 六 中 每 一 点 的 轨道 都 在 及 内 处 处 筒 密 ， 则 称 了 是 极 小 映射 或 
芯 是 极 小 集 . 这 是 一 个 比 拓扑 传递 性 更 强 的 概念 . 
如 果子 系统 
fa: A—>A4 
是 极 小 的 , 则 说 素 的 一 个 对 了 不 变 的 闭 子 集 A 是 极 小 的 . . 
下 述 关 于 极 小 集 存在 性 的 命题 的 证 明 ， 用 到 了 较为 深刻 的 拓 
扑 党 知识 ,读者 可 参阅 [4] . 
命题 1 紧 致 系统 ( 互 ,六 总 存在 极 小 集 ， 
证 明 记 
Se— {ECZXIE=E, f(ECE, FE* 2}. 


因为 耳 EL, 故 6 天 作 ， 对 包含 关系 ,6 是 一 个 偏 序 集合 ， 设 
{ElaET} 
是 8 的 一 个 线性 子 集 或 链 , 即 
BaEBs 或 EB. OBs, Yao, BET 
其 中 荆 是 指标 集 ， 据 紧 致 空间 和 的 有 限 交 性 质 , 我 们 有 
NB. 
显然 , 这 个 非 空 交集 属于 ,县 是 {Bsala€ 区 的 极 小 元 ， 据 Zorn 
引 理 ,6 有 樟 小 元， 显然 ,4 的 每 一 个 极 小 元 都 是 极 小 集 . 
推论 RC) 三 2. 
证 明 ”显然 , 极 小 集中 每 一 点 都 是 回复 点 . 
命题 2 下 述 条 件 等 价 ， 
i) 了 是 极 小 的 ; 
ii) 车 AC 闷 , 且 对 了 不 变 , 则 LA= 了 或 4=C. 
证 明 = 坊 证 设 A4CX 闭 ; 且 对 了 不 变 ， 又 设 2E4， 据 极 
小 性 定义 ， 
=orb(zJcC 
因 些 , 王 一 才 ， 
人 =>i 设 %E 了 ,显然 rblz) 是 于 对 了 不 变 的 非 空 半 子 集 . 
据 这 


0rh(w) 一 到 ， VoE 总 
据 定义 二 了 是 极 小 的 . 口 
极 小 性 概念 描述 了 紧 致 系统 在 拓扑 意义 下 的 不 可 分 解 性 ， 即 

一 个 极 小 系统 无 真子 系统 , 


$4.2 几乎 周期 点 


设 ( 祥 ， 朋 为 紧 致 系统 . 
定义 对 于 正 整 数 集 合 {m}, 如 果 存 在 整数 六 盖 0 使 得 任意 
连续 六 个 正 整 数 中 至 少 依 一 个 {nt 中 的 元 素 ， 则 称 tn 计 是 相对 和 
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密 的 . 
定义 3 xzE 骂 电 作 了 的 几乎 周期 点 ， 如 果 对 任意 的 se>0, 使 
fr EPL, e) 
成 立 的 nm 构成 一 个 相对 称 密 的 集合 ， : 
的 全 体 几乎 周期 点 的 集会 记 作 4(f)， 易 见 ， 
PACACFCRO), 
且 两 个 包 合 关 系 都 可 以 是 真 包 含 ， 因 此 , 4( 放 是 回复 性 的 一 个 新 
层次 , 亦 有 f(A4(CF))C ACF). 
述 合 题 把 几乎 周期 点 与 极 小 集 联系 在 一 “起 . 
a 设 XE 怀 , 则 zC 4(f) 当 且 仅 当 wEwr, PE wir, 
力 是 极 小 的 . 
证 明 设 zE4(f)， xzE RO) 或 Ew(4, 了 ) 是 明显 的 .假设 
器 (2, 了) 不 是 极 小 的 ， 据 定义 了 存在 WyE wlzx, 了 )) 使 
orb(y) FE w(x, f), 
显然 x 生 orb(y)， 否 则 由 orp(Cy) 对 上 的 不 变性 和 orb = 
内, 导致 90rh(y) 一 w(w, 了 ), 矛盾 
记 285 一 CC re 
据 定义 9 存在 丸 >0, 在 任意 连续 信 个 正 整 数 中 ,至少 有 一 个 
使 
f"(2)EV (x, 8), 
据 一 致 连续 人 性, 存在 5>>0, 使 
EX, dr, 2) LE Fy), fi(2)) <e, t=1, 2, ,NN 
设 1-0, 使 
GFL), y) 8, 
又 存在 0<h<W, 使 
G(x, f(r)) «Ls, 
于 是 有 
Gig, fA FIER) +A ft), fr(y)) 2s 
这 与 假设 2 = a(w, orpiy)) 蔬 盾 . 这 就 证 明了 okz, 了 有) 是 极 小 集 . 
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下 设 wER() 昌 wl, 力 是 极 小 的 ， 显 然 有 zEo(w 轧 . 用 
反 证 法 . 假设 不 是 了 的 几乎 周期 点 ， 据 定义 3， 存 在 3>0 对 每 


一 个 n>0, 存在 a:>0, 使 
f(x) EV (zy, 8) N wte, 1 4 一 工 2 
令 产 (z) ns 则 


fir) EV(z, a) owls, f). 6=1, 2, 


明显 地 , 对 每 一 个 m 可取 
xueETrtz 8) Nols, f). 
不 和 失 普 遍 性 , 可 设 
lim zy € Vls, 5) Nwle, f). 
据 of 有 ) 的 极 小 性 , 存在 m0, 使 
f "EVS, 6), 
因而 存在 60, 使 
fr(V ly, CV, s). 
最 然 地 , 存在 驴 >0, 使 得 访 >mt 和 wsEV(y, 5)， 于 是 有 
f" (es) EV x, 8), 


i 


» 外 


与 上 面 关于 wx 的 假设 了 矛盾. 这 完成 “是 了 的 几乎 周期 点 的 证 明 ， 


8 5 。 抠 朴 苍 与 半 兴 上 


$5.1 紧 致 系统 的 等 价 分 类 一 拓扑 共 斩 
设 ( 互 ， 亡 和 (7 了 ，9) 都 是 紧 致 系统 . 
定义 1 如 果 存 在 上映 上 的 同 肘 映射 
h, XY, 
使 得 
hf= 9h, 
则 称 了 和 yg 拓扑 共 园 , 记 作 fr。 即 下 述 图 表 具 有 交换 性 ， 
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8 
这 时 , 称 天 是 从 了 到 9 的 拓扑 共 轿 . 
命题 1 设 f>g, 风 天 之 q"， Yn0., 
证 明 设计 >Y 是 从 f 到 9 的 拓扑 共 孝 ， 我 们 有 
hf2=—hff = 9hf = gh, 
可 以 归纳 地 证 明 
Af"— gh. Vn>>0 
邢 访 也 是 从 天 到 严 的 拓 扩 共 圈 . : 
命题 2 设 了 9 且 六 -> 了 是 从 了 到 gg 的 拓扑 共 纯 ， 又 设 
vwEX。 若 ni 为 递增 序列 , 使 
lim ja) ~%oE 大, 
则 lim Tha)=EY HH hlwo) yo. 


证 明 ”出 命 题 1, 易 见 
lim jf "(x)= lim 97 人 (RE) ) = hwo). DD 
$0 Be 


推论 ” 盆 设 于 命题 2, 则 
i) pF = Fg 

证》 pCPIf = P(g) 

iii) p(AfFI)=AC9); 

iv) (ROC)) = Rg); 

VAR = 2 (9). 

注意 到 驴 2 了 ~ 三 是 从 9 到 了 的 拓扑 共 斩 ， 可 从 定义 出 发 直 
接 验证 , 这 里 从 赂 . 

两 个 紧 致 系统 拓扑 共 孝 的 必要 条 性 是 它们 的 底 空 间 同 胚 ， 轩 
此 ,不 失 普 遍 性 , 我 们 可 以 只 讨论 同一 底 空间 上 的 紧 致 系统 是 耕 拓 
扑 共 辊 的 问题 ， 
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命题 3 设 放 IO.IECI 7 则 
i ff; 

ii) fy gf 

iii) ~， 9~q DfY, 

证 最 简单 , 这 里 从 略 ， 

据 命 古 3， 拓 扑 共 轧 是 C*( 环 ) 下 的 一 个 等 价 关系 ， 它 把 
OfX) 分 成 不 相交 的 等 价 类 , 同一 类 的 系统 彼此 扫 扑 共 斩 , 不 同类 
的 系统 彼此 不 拓 护 共 辊 ， 在 命题 2 的 意义 下 , 拓扑 共 辆 保持 系统 
的 轨道 结构 即 在 拓扑 共 斩 下 , 对 应 点 有 相同 的 轨道 拓扑 结 梅 ), 因 
此 ,拓扑 共 斩 的 系统 可 以 看 作 是 同一 系统 这 就 是 紧 致 系统 的 共 
轿 女 类， 寻求 两 个 系统 拓扑 共 斩 的 条 作 ， 是 一 个 十 分 重要 而 又 困 
难 的 问题 , 凶 使 在 一 维 动力 系统 中 , 这 炎 成 果 也 不 多 、 
$5.2 拓扑 半 共 恩 与 极 小 揽 盖 

设 ( 及 , 有 和 (了 ,9) 是 两 个 紧 致 系统 , 旧 

fiX)=X, IT)=Y, 

定义 郧 ”在 定义 中; 如果 及， 下 -> 了 仅仅 是 在 上 连续 的 ， 则 
称 了 与 g 拓 扩 半 共 轮 ,了 电 作 5g 的 扩充 ,9 叫 作 了 的 因子 , 训 昌 作 从 
了 到 9 的 拓扑 半 共 斩 . 

如 上 节 所 还 ， 拓 扑 共 虑 的 两 个 紧 致 系统 有 完全 祖 同 的 动力 性 
状 , 但 拓扑 半 共 斩 的 两 个 紧 致 系统 ， 其 动力 性 状 却 可 以 大 相 径 宪 . 
在 拓扑 半 共 斩 下 ， 扩 充 ( 因 子 ) 的 那些 动力 性 状 得 以 在 因子 (扩充 ) 
中 被 保持 是 一 个 重要 问题 ， 于 且 这 个 问题 的 探 过 使 得 拓扑 半 共 辆 
成 为 由 已 知 紧 致 系统 来 研究 未 知 紧 致 系统 的 一 个 有 力 工具 . 

命题 4 设 h 及 >Y 是 从 了 到 9 的 一 个 拓扑 半 共 辑 . 若 了 是 
拓扑 传递 的 (拓扑 费 混 全 的 , 拓扑 强 混合 的 ), 则 9g 也 有 间 样 性 质 ， 

证 明 设 f 拓 扩 传 递 。 令 wvCY 是 任意 两 个 非 空 开 集 ， 显 
然 ,Cw) -+9) 是 芝 的 韭 空 开 集 ， 据 $3.1 的 命题 1, 存在 2> 
0, 使 
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OF" RTI)) NN Ri) 
hig wy) Tw) = Rig ww) Nv). 
因此 
9 站 2 地， 
这 就 证 明了 9 基 拓 扑 传 递 的 . 
若 了 计 拓 扑 强 混合 的 ， 利 用 上 述 方法 可 以 证 明 y 也是 拓扑 强 
混合 的 . 
最 后 , 设 了 拓扑 弱 混 合 ， 易 于 验证 
Rx. Xx FxY 
是 从 fxF 了 到 gxg 的 一 个 拓扑 兴 具 辊 , 即 
(RXINF EF) = (gx gh Xx), 
因此 , 据 本 命题 已 经 证 明 的 部 分 ,六 x 了 的 拓扑 传递 性 草 涵 gxyg 的 
拓扑 传递 性 ， 据 §3.2 的 定义 1，g 是 拓扑 弱 混 合 的 . 口 
在 折 扑 半 共 碟 的 应 用 中 ， 更 多 的 是 通过 已 知 的 因子 来 研究 未 
知 的 扩充 ,因此 ,因子 哪些 性 质 在 扩充 中 得 以 保持 是 一 个 重要 问题 . 
读者 或 许 已 经 看 出 , 拓扑 半 兴 力 是 一 个 很 粗糙 的 概念 ， 例 如 ， 任何 
一 个 系统 都 与 单 点 集 上 的 恒 同 系统 拓扑 半 共 斩 ， 这 当然 是 毫 无 意 
义 的 ， 这 充分 说 明 扩 充 和 因子 的 动力 性 状 可 以 相去 很 远 , 也 给 我 
们 的 人 研究 带 来 诺 多 不 便 ， 作 者 引进 的 下 述 概 念 可 以 使 得 我 们 在 扩 
充 中 找到 某 个 子 系统 , 它 与 因子 在 性 质 上 更 相近 (参见 [40])， 
定义 8 设 h 有 于 玉 了 是 从 了 到 g 的 -个 拓扑 半 共 锟 ， 了 于 集 
会 蔷 ; 己 鞋 叫 作 了 的 及 - 极 小 覆盖 , 如果 
i) 太 ; 一 人 即 总 是 闭 子 集 ; 
让 了 证 CX 即 导 ,对 了 不 变 ; 
iii) A(X,)=7Y, 
1v) 蔗 ; 无 真子 集 满足 上 述 i 和 i. 
设 了 oC 了 闲 , 且 对 g 不 变 、 易 见 ,4-1Y0) 己 玉 亦 闭 , 且 对 了 
不 变 ， 进 而 ， 
| picro: hi(To) 一 > Yo 
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是 从 Firo 到 引 r, 的 拓扑 半 共 印 了。 的 有- 极 小 覆盖 是 指 了 o 
的 lnmtyoy- 极 小 窗 盖 ， 
命题 5 设 h 了 -> 了 是 从 了 到 9 的 折 扑 半 共 罗 , 则 存在 了 的 
4- 极 小 覆盖 .又 若 9 是 招 排 传递 的 , 则 子 系统 了 | yx, 亦 然 . 
证 明 记 
SF {ECXTIE=-E, (ECE HA(B)=Y}. 
易 见 , 及 EG, 故 加 关 罗 ， 在 包含 关系 下 ,6 是 一 个 偏 序 集合 ， 设 
{BloE TL} 
是 如 的 一 个 线性 子 集 或 链 , 其 中 本 是 指标 集 ， 由 紧 致 空间 的 有 限 
交 性 质 , 我 们 有 
了 Ba= Ez¥Y. 
易 见 五 = 五 和 fCE)CE.， 下面 来 证 明 h(E)=Y. 
任 取 YEY， 令 
hy) NN Ea= F's. aEF 
显然 ，{FalmE 了 TD) 亦 是 的 一 个 线性 子 集 , 且 据 回 样 理由 , 亦 有 
门 了 = 
显然 , 有 (ED) = {中 和 也 召 , 因 价 yEh(B)， 册 yEY 的 任意 性 ， 


即 得 
ACE)=Y. 
以 上 说 明 , 8 的 每 一 个 线性 子 集 有 极 小 元 、 据 Zorn 引进 , 如 
有 极 小 元 ， 显 然 , 8 的 每 一 个 极 小 元 都 可 以 取 作 玉 ;( 参 见 [41). 
设 9 是 拓扑 传递 的 , 即 存在 YE 了， 使 得 wly, g) 一 了 ， 任 取 
xz 忆 信 ,使 (zw) 一 y， 易 证 
hlwlw, 一 CC 人) 


且 
he, ps wrt, nn > wy, 9) 


是 从 了 le 六 到 9 的 拓扑 半 共 轿 ， 令 之; 己 w(w, 力 是 了 的 太极 小 
覆盖 ， 存 在 woE 互 ,使 六 ao) 一 4。 因 而 
howl, 万 )= 忆 的 9), 
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由 ofzo, 力 生 和 王 x 的 极 小 性 , 得 
(ro, Ff) = 导 ;, 

页 xzoEofazo 了 ), 因而 zoE RCf) 和 了 | x, 是 拓扑 传递 的 ， 口 

推论 ”假设 回 命题 1， 则 

i) h(ALf) = A(g); 

ii) ACRIA) = Rg9). 

证 明 ii 从 定义 出 发 , 易于 直接 证 明 有 CA4C 站 )CAtg), 下 面 
证 明 hCA(F))>At0). 

设 WE Al9g)， 令 4C 吕 是 wy，9) 的 六 家 小 覆盖 我 们 断 
言 二 是 极 小 的 ， 设 若 不 然 , 即 存在 *E 4， 使 得 (zx,， 了 和 摆 4， 因 
(2)Eowmly，g)， 根 据 $4.2 的 命题 1 wly，9) 是 极 小 的 ， 故 
wth(e),， 9) 一 wly,，9)， 但 是 

holr, F))= (h(n), 9) 

而 这 与 4 是 wty, 9) 的 如 极 小 虱 羔 相 六 盾 、 断言 获 证 , 即 是 极 
小 的 ， 取 xwE ,使 (zr) 一 y， 据 $4.2 的 命题 4, zE 4(f)， 这 训 
证 明了 ACA4(f)) 二 A(g), 

ii) 易 从 定义 直接 证 明 CR(f))CRg)， 下 面 来 证 有 明 
AR(F))ER(g), 

设 yEBR(f)、 令 44CTX 是 wly, 人 的 2- 极 小 覆盖 , 取 wd， 
使 h(x)=y， 我 们 有 

wor, CA 和 hlolr, f))=w(y, 9), 
由 4 的 极 小 性 ,有 
Ewlr, f)=4, 

即 zC RLfF)， 这 就 证 明 T 六 (BR( 有 )) 刁 RC9), 口 
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第 2 章 
拓扑 病 与 混沌 


拓扑 动力 系统 是 一 个 古老 的 数学 分 支 ， 可 上 湖 到 本 世纪 初叶 
的 庶 吉 某 (H. J, Poincaré) 和 和 伯 克 午 夫 (G,D. Birhizotf) 的 工作 ， 
随 着 近 30 年 来 新 兴 的 大 型 综合 性 数学 分 支 一 近代 微分 动力 系 
统一 一 大 范围 结构 稳定 性 理 沦 的 建立 和 发 展 ， 出 现 了 两 个 属于 拓 
扑 动力 系统 范畴 ( 即 只 依 驶 于 连续 性 ) 的 新 慨 念 ， 就 是 拓扑 篇 与 混 
沌 ， 

拓扑 稍 的 最 初 定 义 , 由 R.T.Adler.A.G.Konhsim 和 M.IH. 
McAndrow 引进 9", 后 来 及 .Bowen 又 给 出 了 新 的 定义 31 馆 是 适 
今 为 止 发 现 的 唯一 的 非 负数 值 拓扑 共 罗 不 变量 ， 每 一 个 紧 致 系统 
都 有 一 个 确定 的 拓扑 箭 ， 它 被 认为 是 连续 作用 在 底 空 间 上 引起 的 
运 芭 的 混乱 程度 的 一 种 度量 ， 而 估计 和 计算 紧 致 系统 的 拓扑 篇 就 
成 了 动力 系统 的 一 个 永 伍 的 研究 深 题 . 

混沌 的 思想 亦 可 追 济 到 诺 加 沫 ， 他 在 常 微分 方程 定性 理论 的 
研究 中 发 现 的 同 宿 轨 (homoclinic orbi 刀 事实 上 已 有 理 育 了 混沌 的 
萌 末 . 而 在 著 避 的 斯 梅 尔 马 足 中 , 混沌 则 已 呼之欲出 ， 在 文献 中 首 
先 使 用 “混沌 ”"(chaos) 一 词 的 是 李 天 岩 (T. 说 。 下 ) 和 约克 (J。 A， 
Yorke)、 他们 的 被 大 量 引 用 的 “周期 3 理 池 混沌" 一文, 开启 了 数 
学 混沌 研究 的 先河 20， 与 此 同时 , 一 类 被 通称 “混沌 ”的 复杂 现象 
在 包括 物理 力学、 天 文 、 化 学 乃至 生物 等 几乎 所 有 自然 学 科 其 至 
人 文学 科 中 被 普 志 发 现 ， 并 振 起 了 一 场 研究 混沌 的 热潮 ， 历 久 不 
衰 . 时 至 今日 ,人 类 科学 史上 没有 哪 一 个 概念 或 理论 能 与 “混沌 相 
比 , 把 如 此 众多 的 学 科 和 领域 联系 在 一 起 , 成 为 它们 的 共同 语言 

本 竟 讨 论 拓扑 峭 与 混沌 这 酚 个 概念 、 它 们 之 间 的 关系 以 及 与 
之 相关 的 问题 . 
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$6 拖拉 冰 
$6.1 拓扑 炳 的 开 绑 盖 定 闵 
设 翌 ， 恩 为 紧 致 系统 ， 
用 a.B 您 表示 文 的 开 覆 盖 。， 下 夯 引 进 一 些 符号 和 术语 ， 并 
列 出 -- 些 简单 事实 5 


记 avyVB={4NBIAEa, BE BY, 
mf AIAEN. 
它们 也 县 之 的 开 覆 盖 , 且 有 
flaVB)=f i YY FB). 
又 记 本 fi(@) =aV ri V Very Yn>0 


如 果 对 每 一 个 BE B, 存在 4Ew, 使 得 BCA, 则 说 8B 是 ww 的 
加 细 , 记 作 w 志 有 A. 

(1 显然 有 a<ayV 8B， 

(2》 若 有 是 w 的 于 和 覆盖, 则 a<pB. 

记 W(o) 为 w 的 子 覆盖 的 基数 的 下 确 界 .. 据 玉 的 紧 致 性 ， 它 
是 一 个 正 整数 . 叉 记 

Hl =10g Nla), 

(3) 显然 ,五 (ac) >0. 

(由 易 证 Hla)-=0S Na)=1 YE. 

(5) 易 证 a<B8 过 Ha)<H(B). 

《6) 从 定义 出 发 , 易 证 HClaV B86)<H(a) HC(BY. 

(7) 一 般 ， 有 瑟 (fo))<< 瑟 (a)， 当 天 于 ) = 关上 时 等 号 成 


立 ， 
辅助 命题 1 设 {4} 站 :为 非 负 实 数 序列 , 满足 
nt pS 十 人 vn>1, p21 
则 lim < 
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存在 , 且 等 于 inf 中. 
证 明 固定 p>0， 每 一 个 n>0 可 写成 
n=— kn+i. 
于 是 有 


Un Citkp .< i kp Wt. | Ek kiss i 


nm othp kp ty kp kp kp 
当 ?一 co 时 , 亦 有 ->o0, 敦 


lim guUP -Ga a 5 
Hi 2 
这 纺 涵 
<inf oa 
40 
但 是 inf -<a in inf 名 , 故 
Eo J 
-1nf Sn 
H+ Wi 


命题 1 存在 极限 lime 二 天 fo) ). 
证 明 记 
m= H(VIf'0) ). 
据 辅助 命题 二 只 须 证 明 


ns pS Cn 十 6k, 


据 (6) 和 (7), 有 
A)v( 


H((V f(a) )y (fe VY fC0))) 


<H(V WF 0 )+H( VI (on )— ant tr. 


定义 二 


” 中 一 卫 
ent’f, o) ~ lim ， BE(Y fi(e) )>0 
yi 了 二 山 
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叫 作 了 相对 于 wa 的 拓扑 炳 ， 

(8) 不 难 证 明 ,w<B = ent 六 oy<ent’f, 8), 

定义 2 

ent’f})=sup{ent f, a)}>0 

叫 作 了 的 拓扑 米 , 其 中 sup 是 对 所 及 的 开 履 次 取 上 确 界 . 拓扑 
焙 是 一 个 非 负 实数 , 但 可 以 达到 -+ ec. 

定义 2 是 拓扑 丧 的 开 覆 盖 定 义 , 它 只 须 底 空间 是 紧 致 的 , 而 无 
需 可 度量 化 ， 


S6.2 拓扑 炳 的 Bowen 定义 


拓扑 炉 的 Bowen 定义 适用 于 底 空 间 是 可 度量 化 (无 需 紧 致 )， 
倡 其 上 作用 为 一 致 连续 的 系统 为 简单 起 见 ， 我 们 只 对 紧 致 系统 
给 出 定义 , 
设 (X, 让 为 紧 致 系统 ,a 是 美的 一 个 拓扑 度量 ， 下面 的 定义 
与 芯 的 拓扑 度量 选取 无 关 ， 
设 m>0 和 #8 之 0., 
子 集 合 玉 C 下 岂 作 子 的 -一 个 (Gt，8)- 张 成 集 ， 如 果 对 每 一 个 
Zz 马 革 ,存在 YE 轨 , 使 得 
dF), fi)) Ee.. C=0, 1, ,ni 
了 集合 囊 忆 广 叫 作 玫 的 -个 (n,，8)- 分 离 集 ,如 果 z; yE 匡 ， vw 
YY = 存在 0<i<<m, 使 
GCCoeD 产 (9 >>8， 
定义 8 用 nke， 广 ， 姑 表示 了 的 (zz，6)- 张 成 集 药 基数 的 下 
确 界 ;用 S,(e, 及 , 了 ) 表 示 了 的 tn，e)- 分 离 集 的 基数 的 上 确 界 ， 
(1 据 广 的 紧 致 性 , 易于 看 出 
Tat5， 及 ,了 之 十 0， Sse, Xf}<+o0. 
(2) 易 让 0<a<es 坟 Ty 革 这 8 全， 1)，S (Ce 
X, fe, FX, f). 
(8) rnte, ,FESs le, XE, frae/2, £, f). 
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第 一 个 不 等 式 是 明显 的 ， 因 为 具有 最 大 基数 的 (mn，s)-~ 分 离 集 
也 是 人 2， 驮 - 张 威 集 。 下 设 五 是 了 的 (mn，9)- 分 离 集 ， 五 是 了 的 
《mo 5&7/2)- 张 成 集 。 据 定义 ,对 每 一 个 xE 如, 存在 YE 了 ,使 得 

Of), fF) EE 2. t=0, '…, n—1 
不 难 证 明 , 对 名 中 不 辐 点 ,对 应 了 中 的 点 也 不 同 。 这 证 明 召 的 基 
数 不 天 于 了 的 基数 ;给 出 第 二 个 不 等 式 的 证 明 . 
定义 条 记 
rle, 及， 和) 一 Tim sup 二 log ya(a， 素 ， 户 )， 
Sle, X, f) =lim sup 二 log Se 了) 

(4) 所 (2)，0<a<ss 芒 7, 芋 ， 记 Br(ea X, f), Sle, 
TY fsS (Ce, X,Y 

(5) 拟人 2 和 (3)， 有 

ra, TX, Ss, F, are/2, £, f). 

据 (5), 我 们 有 有 

定义 二 

1(f) = lim rs， 又 ， f)=lim Sle, XX, f) 
叫 作 了 的 “在 Bowen 意义 于 的 拓扑 炳 ”( 人 参见 [51)， 

下 面 将 证 明 , 对 紧 致 系统 而 言 , 拓扑 简 的 开 槛 盖 定 义 与 Bowen 
定义 是 一 致 的 ， 从 而 也 就 证 明了 Bowen 定义 下 的 拓扑 炉 与 六 的 
拓扑 度量 选取 无 关 ， 


$6.3 拓扑 炳 的 基本 性 质 
设 4A， 力 为 紧 致 系统 ,& 为 到 的 一 个 拓扑 度 语 ， 
先 回 忆 两 个 概念 ， 
设 c 为 公 的 一 个 开 获 盖 , 记 
diam(a) ~sup{al dA4)|ACa}, 
叫 作 c 的 直径 , 其 中 
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EC4)=sapfefo， yr, EL4T 
a 的 勒 贝 格 (H. LL. Lebesgue) 数 是 指 实数 全 > >0， 对 任意 子 集 


万 己 X， 
Q(B) 过 5: 沪 存在 4Eo 合 BCA4. 


拓扑 学 的 一 个 定理 说 ， 紧 致 可 度量 空间 的 每 一 个 开 履 盖 有 正 的 葛 
贝 格 数 ( 见 [21). 
命题 设 a 是 且 的 开 和 覆盖, 其 勒 贝 格 数 为 6>0, 则 


NY f-i(@) )<",(3 bp f). yn>0 
证 明 设 w>0 和 万 是 了 的 (mn, 全) 张 成 集 ， 其 基数 为 
ro (如 ,XX 了) 又 设 wE 丰 ,并 令 YE ,使 
ae f(D) < 
等 价 地 ， 四 
JoDOEeF(Fc), 2) 或 Ef"(V (FD), 3)). 


Es 


0 
因此 ， 


队 


XxXcUT (7 (Fe), 3)). 


据 勒 内 格 数 的 定义 ,每 一 个 了 ( 随 (y), 地 ) 都 是 的 某 一 个 元 素 的 
子 集 , 因而 宝 产 (/( 产 (y), 训 )) 是 辽 f -Ca) 的 一 个 元 素 的 于 和 集 . 
据 定义 , 我 们 有 
NV )<rs(3, x, f)<8,(F, ,Ff). n>0 
命题 3 设 s>0 和 a 是 下 的 一 个 开 禾 北 , 且 diam(a)<s 划 
re, 2, Soe, ¥, EN(V Io)). Vn>0 


证 明 设 n>0 和 和 召 是 了 的 (mn，5)- 分 离 集 ， 其 基数 为 akey 
29. 


,有 )， 据 直径 的 定义 ,Wf-'(a) 的 每 一 个 元 素 均 不 能 包含 万 中 


两 个 点 ， 这 明显 地 薄 洒 本 
rale, XT, f) EBsle, 不， ND<N(V Fa ). yn>0 口 


命题 4 cnt(f) =h(f)， 即 拓扑 炳 的 两 种 定义 是 等 价 的 . 
证 明 设 s>0. 令 os 和 8B, 分 别 为 全 的 半径 为 2 和 与 的 


开 球 构成 的 开 禾 羔 ， 显 然 ,ms 有 不 小 于 2s 的 勒 贝 格 数 , 而 8, 的 直 
径 不 大 于 e， 据 命题 2 和 命题 3, 我 们 有 


N (Vi(on))<rate, X, f) <Bals, X, F) 


<N (VFB,) Yn>0 

不 难看 出 , 这 蒙 涵 ent 站 -hif)， 证 毕 . 

下 面 基 拓扑 嵩 的 几 个 基本 性 质 ， 

命题 5 enti8) 一 0, 即 重 间距 射 有 零 拓 扑 炳 ， 

无 论 从 拓扑 箭 的 何 种 定义 , 都 是 明显 的 ， 

命题 6 en#’ ff")=m:ent’f), Ym>0. 

证 明 ”利用 拓扑 精 的 Bowen 定义 加 以 证 明 . 设 m>0, n>0 
和 >>0， 从 定义 易 见 ，F 的 (mm, 8)-~ 张 成 集 是 了 ”的 nw，s)- 张 成 
集 , 即 


Tn(8, 及 ,ff") rmn(e, Xf 
因此 


2 
mm 


Tlog rals, £, f")< 
易 见 ， 这 副 涵 


log rnnts， 王 ， 万 ) 。 


ent f")<m.ent(f). 
因为 了 是 一 致 连续 的 , 对 s>0, 存在 65>0, 使 得 
lg 和 下 Go YI LO Ef rw), fy) Le, i=0,.,m—1 
易 证 大 的 (nm，s)- 张 成 集 是 了 的 (mn，s)- 张 成 集 , 即 
rn(d, ,ff") rma(e, TR, f) 
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1 0 
es 《 2 二 2 oe: i ’ 
或 EC 


这 药 江 nal6, 且 ,， f") 守 mr(le, 三 了)， 
因而 ent‘f”)>m:ent(f). 口 


命题 了 设 {CC 闲 , 甩 对 子 不 变 , 则 
ent{f14)<ent(f). 
即 子 系统 的 拓扑 焙 不 大 于 原 系 统 的 拓扑 炳 ， 
证 明 设 刀 的 所 有 的 开 履 盖 ( 由 三 的 开 集 构成 ) 的 集合 为 工 . 
对 每 一 个 aE 荆 , 记 
oa*—{4, -AlAEa}. 
%" 显然 尽 玉 的 开 覆 荣 ， 有 明显 地 ， 


HY Fl HY 0) ). Yn>0 
因此 ， 
ent’fls) ~suplent(f 1s, a)} 


<suplent ff, oe)}. 


<ent(f), 口 

命题 8 en4(f) 一 ent:f|on). 

这 个 结果 有 重要 应 用 ， 并 反映 了 非 游 范 集 的 重要 性 . 它 旺 初 
让 Bowen 在 马 是 紧 致 可 度 民 空间 时 给 出 证 明 ， 但 他 的 证 明 上 汲 
难 读 ( 见 [15])， 后 来 [27] 把 它 推广 到 于 是 一 般 紧 致 空间 的 情形 ， 
给 出 一 个 比较 简单 的 新 证 明 . 下 面 的 证 明 参 见 [2371. 我 们 需 先 作 
一 些 准 备 . 

下 而 直到 命题 8 获 证 之 前 ; 设 号 是 紧 致 拓扑 空间 , f. 开 一 三 
连续 ， 

设 是 于 的 一 个 开 覆 其， 对 >0, 记 

ka={AiU' UU Ai|AEa, i=1, 对. 
显然 , 它 也 是 祥 的 开 覆 羔 ， 下 述 性 质 是 简单 的 . 
i) N(o) kN ho); 


3 


it) -1C8e) = Rf (C0); 
iii) 车 co， …，an-i 都 是 邓 的 开 覆 盖 (n>0), 则 


一 一 二 
MM ko; >E" i, 
辅助 命题 3 ent(f, ka) >en#(f, 4)—logh, 
证 明 下 述 推导 用 到 了 上 面 的 写生 和 过， 
1 间 二 1 1 人 -i 
a 
a 1 rl a 
i EY, I ) 
A 下 pt 有 
| 
| 1 的 一 n 
> (GO )/*) 
-lim 1 A(V f-'(a))—1ogF 


nm 1 


—eng(f, a)—~logF. DD 
辅助 命题 3 若 也 的 开 和 覆盖 a 包含 元 素 4 一 8(f), 则 
er f,o) 一 0. 
证 明 对 每 一 点 %E 了 有 一 8(f), 存 在 4sEa, 使 xE4s。， 又 据 
非 游 荡 点 的 定义 ， 存 在 w 的 邻 域 BeC4。, 使 
BN(CIFCB) )= 人. 
易 见 ={4}U1{Bs!zE 了 一 (有)} 亦 是 节 的 一 个 开 八 盖 ， 且 ox 
>>a. 任 取 a 的 有 限 子 覆 益 
有 = {4，Be，…， 了 3。 [>1 
由 于 B>a, 故 只 需 证 明 ent(f, B86)=0. 
对 n>0, 定 义 


和 pr» VY 1-(B), 
(Co ooD Po0， 
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易 见 ,是 在 上 的 ， 设 (0o, …, 0s-1) EB" 中 不 是 4 的 分 量 的 个 
数 大 于 1 则 显然 存在 j 忆 六， 使 0; 一 Oy 一刀, 对 某 个 g 成 立 ， 这 
时 
ECo …， On)= 门 大 (oo0= 风 。 
因为 如 不 然 , 则 存在 
vEN 广 (Cy) 
昔 涵 7(z), f?(z) € B, 从 而 
B;, Nf Ba,) OO, 
这 与 B., 的 选取 矛盾 ， 央 此 广 (B) 中 非 空 元 素 的 个 数 不 大 于 
集合 了 的 基数 井 忆 ,其 由 工 为 由 Be 中 所 有 满足 下 述 条 件 的 元 素 
(Oo, …，Cn-) 构 成 , 它 的 分 量 Ci 中 不 同 于 人 4 的 个 数 不 大 于 下 明 
显 地 ， 
名 
#T -局 ( 并 
i=0 \ 2 
因此 ， 
N(V FB)) mr. 
于 是 有 
7 yi 1 H(Y 号 
A 
= lin 1 1log N(V f-'(8)) 
<lim (lognt (Li1)logt) 
=0 | 醒 
下 面 设 c.B 为 工 的 开 灶 盖 . 又 设 了 CYCX 均 为 对 了 不 变 
的 闭 子 集 ， 记 
alY ={ANY|AEaQ). 
易 见 
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iv) fo) YF = (FIY)-1(0)Y); 

VY) (a¥VBYIY = (alF)Y (BIY); 

Vi) (oa TDIEN(a!Y). 

辅助 命题 4 en$(f, o)<H(al 2(f)), 

证 明 记 

gk Nol2(F)), 
{AN GQ), 1 A QF)} 本 ;Go 大 
为 2(f) 的 一 个 有 限 子 逆 盖 。 于 是 ， 
2&={4iU…U4iUa 
是 ka 的 子 覆 盖 ， 据 铺 助 命题 2 一 3, 我 们 有 
0=en(f, a)>ont(f, a) —10gh. 


并 设 


过 此 ， 
ent(f, a) <logh H(a' QFF)), 口 
命题 8 的 证 明 设 w 是 凋 的 任意 开 蓝 盖 , 并 任 取 整数 4>0， 
我 们 有 


6 让 了 clim 二 H(Y 产 (a) ) 
= Ln oriy n( A 三 (oj 
-Ye) 
-二 ent (f°, Fie) ) 
于 是 , 据 辅助 命题 4, 并 注意 到 2{f") CQ(F), 我 们 有 
enb’f, 改过 二 a(V fte) [Qf™)) 


1 级 一 ] 
< 元 AUY 广 (ao1957) ) 
1 ub. 上 人 
~ HY F108)) -al 00F))). 
令 n>?00, 得 
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ent(f, o) <ent( fi 2(F), ol QF)). 
因为 荐 任意 的 ,因此 
ent(f)<ont{f|Q20fF))., 
据 命 题 7, 即 得 
ent(f) = ontf!02(7)). [0D 
命题 9 设 (X, 户 机 (Y, gy) 俘 是 紧 玖 系统 ,是 hh 这 > 了 征 从 
了 到 9 的 拓扑 半 共 辊 , 则 
nt’f) entlg), 
叉 , 若 疡 是 从 了 到 的 拓扑 共 令 , 出 
ent‘f)=ent.y), 
即 拓 摘 是 拓扑 共 辊 不 变量 ， 
证 明 ”利用 开 覆 盖 的 定义 而 证 明之 ， 设 ww 是 了 的 一 个 开 族 
盖 .、 易 见 
hig-!= 了 -ih Vi>0 
注意 到 36.4 中 的 (7), 我 们 有 


ently, o)—lhm 1 H(V wa) ) 


“= lim 一 十 V Ga ) 


no 
二 = 二 
im 1 旺 ( SA 区 ra) 
Jim 1 Rl 
lm HMI mo)) 
ed hl1{0)). 


纹 涵 
ent yg}<ens (fy), 
当天 是 拓扑 共 罗 时 , 亦 有 
ent(f <ont’g), 
ent f)* entiy), 口 
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拓扑 篇 概念 的 引入 ， 给 动力 系统 的 研究 开辟 了 一 个 广泛 而 又 
永恒 的 课题 -一 - 拓扑 篇 的 估计 各 计算 ， 一 般 而 言 ， 拓 扑 箭 被 认为 
是 自 映射 作用 在 底 空 间 上 引起 的 运动 的 混乱 程度 的 度 基 , 炉 越 大 ， 
运动 就 越剧 烈 ， 但 是 , 箭 值 大 小 似乎 区 别 不 大 本 质 的 , 而 正 蚁 与 零 
篇 才 是 本 质 的 不 回 。 因此 , 寻求 拓扑 炉 为 零 的 充 要 条 件 是 一 件 至 

命题 10 设 fEO?I)， 风 en#f)>>0 当 且 仅 当 了 有 一 个 非 
2 方 窗 的 周期 ， 

这 个 结果 的 充分 部 分 是 著名 的 Bowen-Franks 定理 rt@, 是 最 
是 关于 拓扑 凿 估计 的 重要 结果 . 其 原始 证 明 远 非 简单 , 要 用 到 同调 
理论 ， 但 可 用 符号 动力 系统 给 出 一 个 简单 的 证 明 ( 见 第 3 章 ), 
Bowen-Franks 定理 的 斤 被 猜测 也 成 立 ( 摩 山 涛 教授 称 之 为 “小 箭 
猜测 ， 以 区 别 于 芳名 的 简 犹 测 》, 并 引起 广泛 关注 ， 本 书 作者 首先 
给 出 肯定 完整 证 明 , 其 中 涉及 过 光线 跋 动力 系统 的 专门 知识 , 与 本 
书 关系 不 大 , 我 们 不 去 讨论 它 的 证 明细 节 ( 人 参见 [29]). 

对 圆周 动力 系统 ,有 类 似 的 结果 .再 者 , 对 有 限 型 子 转移 ， 上 
述 问 题 也 已 解决 . 将 在 以 后 章节 中 详 加 论述 上 述 问题 的 一 般 情 
形 圣 今 仍 是 开 的 ， 


8$6.4 拓扑 精 的 估计 与 计算 


无 论 从 开 和 覆盖 定义 , 还 是 Bowen 的 定义 看 , 拓扑 策 这 个 概念 
都 过 于 复杂 , 人 们 很 难 掌握 它 的 几何 背景 ,更 无 从 下 手 从 定义 出 发 
直接 计算 它 的 值 ， 这 当然 给 拓扑 箭 的 估计 和 计算 带 来 极 大 不 便 ， 
以 致 于 直到 今天 , 这 方面 成 果 , 特别 是 一 般 性 成 果 很 少 . 

本 节 主 要 目的 是 引进 “生成 子 * 概 念 ， 使 得 拓扑 炳 的 计算 得 以 
化 简 . 即 从 两 个 极限 过 程 化 简 成 一 个 极限 过 程 。， 生 成 子 概念 在 我 
们 讨论 符号 动力 系统 时 将 被 引用 (参见 [5]). 

设 ( 习 ， 乃 为 紧 致 系统 ， 

命题 让 设 toojix: 是 三 的 一 个 开 覆 盖 序 列 , 使 得 
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lim diam{fa 一 0， 
则 当 ent(tf) 有 限时 ， 
lim ent{f, 0,)=ens(f); 
侧 当 ent ) = + 时 ， 
lim ent(f, an)= 十 co， 
证 明 ” 设 ent(f) 有 限 , 并 设 s>0. 据 定 义 2 可 选取 于 的 开 
获 辣 8, 使 得 
ent{f, B)>ent(f)—s. 
设 3>0 是 及 的 勒 贝 格 数 ， 选 择 六 >0, 便 得 当 ”> 浆 时 ,qiamton} 
<3、 据 勤 贝 格 数 的 性 质 , 我 们 有 8 过 oan, 因而 entty， B)<ent(f, 
an)， YA 这 剖 润 
ent’ f)>ent(f, an)>entf)}—s, Yn>N 
因此 ， lim ent(f, on)=ont’f). 


下 设 en 人 f) 一 十 oo， 任意 给 定 a>0, 可 选取 不 的 开 覆 葬 B， 
使 得 ent(f，B)>>a， 重复 上 述 证 明 过 程 , 即 得 
lim en(f, on) = +oo., 口 
命题 1 是 一 个 进展 , 但 也 很 有 限 ， 下 面 的 概念 有 时 更 有 用 . 
定义 6 设 w 是 并 的 有 限 开 覆 盖 , 如果 对 的 元 素 的 任意 序列 
14hjo， 交 集 册 了 7"(A)s 至 多 包含 一 个 点 , 则 叫做 了 的 一 个 生 
成 子 ; 


和 如果 交集 站 "(4,) 至 多 包含 一 个 点 ， 则 a 叫 作 了 的 一 个 疆 


生成 子 . 
显然 地 ,了 的 生成 子 也 是 它 的 弱 生 成 子 . 
命题 玛 了 有 生成 子 当 且 仅 当 它 有 弱 生 成 子 . 
证 明 只 需 证 明 当 了 有 弱 生 成 子 便 记 有 生成 子 即 可 设 月 是 
f 的 一 个 验 生 成 子 。 不 妨 设 
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={B, .…, B}, 1>>1 

设 5>0 是 8 的 勒 贝 格 数 。 又 设 
一 人 j>1 
ee ¢=1, 2, ,3 


没 {44。} 是 & 的 元 案 的 任 一 个 序列 ， 于 是 对 每 一 个 4 之 0, 存在 加 > 
0, 使 得 4 cc 了 ， 因而 
eS 
上 式 中 右 端 至 多 含 一 个 点 , 故 左 端 亦 然 ， 所 以 是 了 的 一 个 生成 
Ea 口 
命题 38 设 “是 了 的 一 个 生成 子 ， 则 对 任意 s>0, 存在 N> 


0, 使 得 开 覆 盖 V 广 "ay 的 直径 小 于 a， 反之 ,对 每 一 个 六 >>0， 邦 
在 & 之 0， 使 得 ,YET, Go2 y) <<8 北 涵 存在 41,…, 4sEa, 满足 
CE EN CAn), 


证 明 用 反 证 法 证 明 命 题 的 前 玫 部 分 ， 设 结论 不 成 立 ， 存 在 
a>0， 对 每 一 个 j>0， 存 在 4z)、W;€E 及 ，dQ(zj，3j) >a, w 有 元 素 
由 jb 0&6<y, 满足 


oo Wy EA). 
由 蒜 的 紧 致 性 , 存在 子 序列 {jx), 使 得 

Ti Yi. 
品 然 2% 交 y， 考 音 a 的 元 素 4;,o， 因 为 a 是 有 限 的 , 故 可 设 
thy Vis AoE a, VY8zP0 

化 ) yE Ao, 
同 理 , 对 任意 0<n 忆 7 可 设 
Pie Ya EF CA) 


其 中 dvE wa。 于 是 
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wo yEN fA,). 
与 5“ 是 生成 子 矛盾 ， 命 题 前 半 部 分 获 证 . 
下 面 让 明 命题 的 后 半 部 分 ， 设 妨 之 0 已 给 定 ， 令 8>0 是 革 
的 开 赣 葬 & 的 勒 内 格 数 ， 措 了 的 一 致 连续 性 , 可 选择 之 0, 使 得 
oYER, dw, De A 8), fy) LS, 0, ,WN 
因此 , 如 果 de 妨 <e 则 存在 4A,E a 使 得 


六 (2)， f(y EA, =, 1, ee N 
即 myE 站 三 (40， 
命题 的 后 半 部 亦 获 证 . 口 


王 面 的 命题 在 讨论 符号 动力 系统 时 有 重要 应 用 ， 
命题 1 设 cx 和 是 了 的 一 个 生成 子 , 则 
en$.f)=ent(f, o). 
证 明 设 8 是 苹 的 一 个 开 覆 盖 ， 其 勒 贝 格 数 为 86>0。 据 命 


题 13, 存在 尺 >0, 使 得 oF "o) 的 直径 小 主 5>0、 显 然 ， 


p< VI "eo. 
因此 , 我们 有 
end( 和， 0 V fo) ) 


=lim u(y CR ;)) 


1 入 十 大 一 了 


-lin FH( VY 广 "( 四 ) 


大 ~ 


nt tert 。n ) 
人 全 
ent’f, oa). 


即 对 去 的 任意 开 访 这 B, 滞 认 
ny f, Bens f, oe), 
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这 明显 地 草 涵 
ent‘f) 一 end(7，o)。 口 
为 了 讨论 符号 动力 系统 时 的 应 用 ,我 们 还 需 引进 下 述 概念 . 
定义 了 如 果 存 在 3>0, 使 得 wyE 互 zzb 将 泣 存 在 mn>0， 
满足 
GE(P(o)， 庆 (0)) >2， 
则 子 叫 作 扩张 的 ,3 叫 作 太 的 扩张 常数 ， 
命题 5 了 是 扩张 的 , 当 且 仪 当 了 有 生成 子 ， 
证 明 设 5>0 是 了 的 扩张 常数 ， 令 a 是 下 的 一 个 由 半径 为 
3/2 的 开 球 袍 成 的 有 限 开 覆盖 ， 设 {4,} 是 a 的 一 个 序列 , 且 w.yE 
下, 使 
YE (f(A: 
于 是 
dle), f(y)) <o. Yn>0 
据 扩张 映射 的 定义 7, 我 们 有 2~y， 这 说 明 a 是 了 的 生成 子 . 
反 过 来 ， 设 a 是 了 的 一 个 生成 子 ， 设 5>0 是 & 的 勒 贝 格 数 , 
如 果 z.yE 于 满足 
d(f"(2), f(y)) <6, Yn>0 
则 存在 4,E a 使 得 "(ew)， 所 (y)E 4,，Ya 宕 0, 因而 


“YE (f(As), 


据 生成 子 的 定义 6, 有 z=y， 这 就 证 明了 了 是 扩张 的 ， 口 
下 面 给 出 两 个 拓 扩 闹 估 计 和 和 计算 的 例子 ， 
命题 16 设 fE0%I), 则 了 是 自 同 胚 映射 蕴 洒 en$(f) = 0， 
证 明 设 
f. T->1 - 
是 自 辣 胚 . 显然 了 必 是 单调 的 , 且 
‘fF0)=0, f(D =1 
或 70)=1, f(D =0. 
无 论 哪 种 情形 , 产 部 是 产 格 单调 递 升 的 , 容易 证 明 2(f3) = 也 (所 )， 
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即 PP 的 非 游 葛 集 等 于 它 的 不 动 点 集 ， 据 命题 5 命题 6 和 命题 8， 
得 


en$’f) 一 ent’ f°)= on$: ?| 2(F)) 


- cn fil FF)) 一 0， 口 


命题 17 设 fEOFMSD), 则 了 是 自 同 止 映射 玉 湖 ent"f) 一 0, 

证 明 ”不妨 设 S1 的 同 长 为 1， 取 充分 小 的 a>0， 易 见 S* 上 
平均 分 布 的 [1/e] +1 个 点 , 相 邻 两 点 的 距离 ( 强 长 ) 不 大 于 8, 其 中 
[1/e] 才 未 1ye 前 整数 部 分 ， 因 此 (1，s)- 张 成 集 的 最 小 基数 

rs, BS', fF)< [1/el] +1, 
下 面 设 "n>1, 且 
role, S1, J < In—1)({1/el ti) 

已 获 证 , 我 们 归纳 地 证 骨 
| rs, Si:, <n(Ll/sl+1). 

仿 是 具有 最 小 基数 的 (n 一 4, 8)- 张 成 集 ， 在 集合 fF) 
中 加 进 若 干 点 , 使 得 记得 集合 中 相 邻 两 点 的 距离 不 大 于 s.， 显然 ， 
到 多 加 进去 [1/8] 十 4 个 点 即 可 ， 不 难看 出 , 这 个 新 集合 即 是 一 个 
(nm, 8)- 张 成 集 , 其 基数 不 超过 

mn—1)([i/e] +1) + [1/s] +1i~=n( [i/e] +1), 

即 Tale, AT fF)<n( Li/el] +1). 
氛 归 纳 法 , 上 式 对 -- 切 mx>0 成 立 ， 这 明显 地 昔 洱 


Cs, S', f)=0. 
因此 


ent 一 0， 口 
37 混 沌 
§7.1 酒 个 重要 定理 


1964 年 岛 克 兰 数学 家 沙 尔 可 夫 斯 基 (a. H. TapxoscxB) 证 明 
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了 一 个 关于 一 元 函数 的 周期 蕴涵 关系 的 定理 ， 即 以 他 的 名 字 合 名 
的 定理 ， 这 个 定理 引发 了 一 维 动力 系统 的 蓬勃 研究 与 发 展 ， 并 历 
三 十 年 至 今 而 无 豪 软 迹象 。 这 个 结果 与 引发 混沌 研究 的 李 - 约 克 
定理 有 密切 关系 , 所 以 我 们 先 从 这 个 定理 谈 起 ， 为 此 ,我们 先 作 一 
些 准 备 . 

我 们 把 全 体 正 整数 按 如 下 方式 排列 成 一 个 无 穷 针 边 方 阵 : 

第 一 行 是 从 3 开始 的 全 体 奇数 按 递增 顺序 由 左 负 右 排列 ， 以 
下 每 一 行 的 元 素 都 是 前 一 行 相 应 元 素 乘 以 2, 这样 得 到 了 一 个 无 
穷 方 阵 , 包括 全 部 非 2 方 宏 的 正 整 数 ; 在 这 个 无 穷 方 阵 的 下 面 再 加 
上 上 一行， 其 元 素 足 从 2 一 1 起 2 的 方 旱 数 按 递增 源 序 从 有 向 左 排 
列 ， 这 样 得 到 一 全 无 穷 加 边 方 阵 ， 其 元 素 包括 了 全 部 正 整数 。 这 
方 阵 称 之 为 “S 方 阵 ”: 


3 台 7 ra QR- 二 
I 2:B 2 oo 295 证 1 eo | 
[> 2 OW 22(27- 二 1) | 

《 eT OR ci 中 1) 


定义 1 设 % 和 nn 是 两 个 不 同 正 乾 数 ， 如 果 
1》 当 它们 位 于 访 方 阵 的 闻 一 行 时 , m 在 前 堪 面 ， 即 吧 和 

多 的 行 标 相 同 , 但 mx 的 列 标 小 于 %w 的 列 标 ， 

ii 当 它 们 不 在 六 方 阵 前 同一 行 时 m 所 在 行 位 于 ww 所 在 行 
的 上 面 , 即 m 的 行 标 小 于 名 的 行 标 ， 
这 时 , 我们 称 % 在 % 之 前 ,或 % 在 名 之 后 , 记 作 ?<n， 

全 体 正 整 数 的 这 个 新 排列 , 称 作 沙 尔 可 夫 斯 基 新 序 . 

定理 1( 沙 尔 可 夫 斯 基 ) 设 fEOCD), mr 和 nn 是 不 同 的 正 整 
数 , 则 了 有 周期 到 和 了 < 蕴涵 /有 周期 n( 见 [22])， 

这 个 定理 是 1964 年 用 俄 文 发 表 的 ， 被 束之高阁 长 达 13 年 之 
入 ， 不 为 外 人 所 知 。 直到 1977 年 斯 捷 凡 (PE. Stefax) 纠 正 原文 车 
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于 不 妥 之 处 ,用 英文 重新 介绍 出 来 为 止 29， 这 个 定理 是 如 此 受 重 
视 ， 以 致 于 到 目前 为 止 已 有 不 同 证 明达 七 八 个 之 多 ， 这 里 我 们 不 
去 证 明 它 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 . 

这 个 结果 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 ， 它 揭示 了 自 牛 顿 以 来 被 研 
究 不 下 三 百 余年 的 一 元 连续 函数 的 一 个 闸 妙 、 深 刻 但 也 很 初等 的 
性 质 ， 奇 怪 的 是 , 这么 一 个 重要 又 并 不 高 深 莫 测 的 有 趣 性 质 况 被 
前 辈 天 师 所 忽略 , 而 留 给 今 人 去 发 现 ! 

下 面 是 有 关 沙 尔 可 夫 斯 基 定理 的 几 点 重要 说 明 . 

1. 也 有 周期 3, 则 了 有 所 有 正 整 数 的 周期 ， 这 个 性 质 特别 指 
出 基因 为 它 与 下 而 将 要 介绍 的 李 - 约 克 定理 有 关 . 

2. 当 了 (用 有 限 ， 或 了 的 周期 有 限时 ,了 的 周期 由 {2"， 2 

,站 构成 , 其 中 n 尖 0， 

3. 当 了 的 周期 无 限时 ， 有 两 种 情形 ， 了 有 且 只 有 全 部 2 的 方 
竹 数 周期 , 或 了 有 非 2 方 赛 的 周期 ， 这 两 种 情形 均 可 实现 ， 

4. 对 任意 n>0, 可 以 构造 了 EOIT), 使 了 有 周期 ,但 无 膨 
期 m， Ne 特别 地 ， 可 以 构造 EO*'I), 使 了 的 周期 为 
{2", 27-1, 4, 1}, 

6. 按 沙 尔 可 类 斯 其 定理， Co(T) 可 以 被 分 成 两 大 类 : 有 让 2 方 
宪 周 期 的 被 归 作 一 类 , 余 者 归 作 另 一 类 ， 

据 命题 10, en# f) >0 当 目 仅 当 了 属于 前 一 类 . 

6. 在 整数 的 沙 尔 可 夫 斯 基 新 序 中 ， 每 一 个 f 了 EOI) 都 有 一 
个 最 小 周期 ， 对 应 这 个 周期 的 轨道 称 为 f 的 极 小 轨道 ， 极 小 轨道 
的 研究 是 一 维 动力 系统 的 一 个 重要 内 容 ， 

此 外 ， 沙 尔 可 夫 斯 基 定理 也 在 各 个 方向 上 得 到 推广 ， 特别 值 
得 指出 的 是 , 它 可 以 很 容易 推广 到 图 周 动力 系统 上 尖 ; 但 有 一 个 重 
大 不 同 ， 就 是 圆周 动力 系统 在 有 非 2 方 寨 周 期 点 的 情况 可 以 没有 
2 周期 , 等 等 ， 这 些 内 容 不 在 本 书 讨论 范围 , 有 兴趣 读者 可 以 参阅 
有 关 文 献 . 

定理 2 ( 李 - 约 克 ) 设 fE0°CI)， 著 存在 4E1, 使 得 
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os6<fGO<PGa) 或 ma>j 0)>f(0), 
划 
1) 了 存在 所 有 正 整 数 则 期 ; 
2) 存在 不 可 数 集 合 SCI 一 了 (了 ), 满 足 
ji) jin sup|f"(a) fry) | 0, Ve, yENS, sy, 
ii) Tim inf 一 后 =0, Ve, yES, 
让) lim suplf"(2)—f"(p)[>0, VES, ypEP(F), 


其 中 二 ) 说 明 中 不 含 了 的 渐 近 周期 点 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 证 明 四 个 引 理 . 

引 理 1 设 /EO°*I)， 车 闭 线段 卫 CT, 使 了 (TI) 习 石 , 则 在 
在 闭 线段 TCD 使 (TI) ;但 对 任意 闭 线 段 Ts 生 Ts, 有 了 (Ta) 
FI1. 

”这 个 引 理 的 几何 直观 非常 清楚 , 证明 亦 属 初等 , 从 略 ， 
引 理 名 设 fECO?I)， 又 设 {I,}26 是 闭 线段 序列 ,满足 
A FOLD i vn2>0 
则 存在 闭 线 眉 序列 {Qujsw 满足 
Qnt1 OnE Lo, CQ — I 


是 EQ MQ (0) El. Yn>>0 
(注意 ,@ 是 单 点 集 或 团 线段 . ) 


证 明 令 一 Jo, 下 面 反复 应 用 引 理 1 存在 @ 忆 Qo, 使 (Qi) 
.== 五， 存在 履 和 使 (I1) 一 Ts， 存 在 QQ 使 (Qs) = 五 , 因 
而 扩 (Q2) 一 了 a、 归纳 地 , 设 对 n>2, 8@,CIo, 使 1"(Q,) =T, 已 定 
义 . 据 假 设 ， 存 在 卫生 I 使 f(T) 一 ti， 存在 Qu 呈 Qs， 使 
(Qt 一 了 ,因而 户 人 (Qnti) =Int1， 归纳 步 又 完成 ,满足 要 求 的 
{Qs}w2o 已 获 证 明 存 在 . 


入 Ne, 明显 地 是 单 点 集 或 闭 线段 ， 而 
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rEQ= MQ PED Vn>0 


也 是 显然 的 .证 毕 . 
设 实数 7>0, 记 [7 为 7 的 整数 部 分 . 
引 理 3 0<[C+1)7] 一 [tr 所 1,， Yr€ 《0,1), YY 整数 :之 0. 
引 理 4 


Hi ly. YrE (0, 1) 


了 -cm 


这 两 个 引 理 的 证 明 都 很 简单 , 这 里 从 喀 . 
定理 2 的 证 明 设 存在 4€ 了 ,使 
f(a<fla) =L<f (ee) =0., 
记 Ko=[w, 56], Ki 一 [5, 6]， 旺 然 
(Ko OK,, f(K) EKoU Ki 
i》 有 不 动 点 是 明显 的 ， 设 >i， 下 面 证 明了 有 如 周期 
点 ， 构 造 工 的 闭 线段 序列 {Tsj,eo 使 得 
了 -= 天 1， n=0, 31, '*, Kk—2; 
{yi= kK, 
Irin= ds; N01, *e. 
易 见 11,} 满 足 引 理 2 的 条 件 , 因而 存在 闭 线 段 序列 {Q。}iio; 使 得 
Qa SE EK, f" (Qnr) =I. Ymz0 
特 男 地 , 产 (CQ = 一 到 = 天 :一 和 oo, 因此 , 在 Q 上 存在 产 的 不 动 点 px， 
下 面 证 明 jx 的 周期 为 。 因为 
PE Ki1— QC RS Wo, 
故 
产 TOzIE FH) = Tr-1= Ko(k>2). 
容易 看 出 , 当 px 的 周期 小 于 上 时 ， 
f° PIEKofIKI 或 feipr) =0. 
但 这 与 疡 站 (py)E Ei 矛盾 ,这 就 证 明了 当 有 >>2 时 px 的 周期 为 大 
当 上 一 2 时 , Px 必 是 了 的 2- 周 期 点 ， 否 则 ps 是 了 的 不 动 点 ， 亦 导 
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施 pi 一 2 的 矛盾, 
让) 由 f0) Ki 了 (KRK1) 屋 有 KoU Ki 易 见 
FRONFCEKI) DEKoU EE. 
据 引 理 也 易 见 存在 闭 线段 
loCK,, CK 
使 Tofl = 9%, f(T) = Ko, FL) = EK. 


于 是 ， 
FONF IOKoUK EIToUI. 


令 g- 户 ， 下 面 证 明 对 g 存在 不 可 数 集合 SCI， 满 足 定理 中 的 
(2)， 显然 ,S 对 了 亦 满足 定理 中 的 (2), 即 驴 是 了 的 混沌 集 . 
记 


-Lo 一 [zzo， io] 了 1 一 [m1, mj. 
Ogmo<mo<m<mel 
据 引 理 1, 存在 所 qo 如 < 使 
gt (wo, 0)) = Cr mi), ylwo) = ylbo) = mu, 
《或 gCwo) = gy(60) 一 may， 但 此 时 用 多 代 替 g 又 归结 为 前 一 种 
情形 而 对 证 明 无 影响 . ) 又 , 存在 s€ 荆 , 使 
9(8) mo, s<do 或 s>y, 
下 面 不 妨 设 gs<co. 
由 引 理 1, 可 以 用 归纳 法 去 证 明 : 存在 
[go, bo} DL, 811 oO Ee, bn Do, 
使 得 
yn Orn)) = (1 Bri) YR) = tai gp 一 Do， Yn>0 
记 lim en lim aa, 一 pp 易 见 
gg ) 一 gC0") == 2", 
县 fo 5 站 对 了 不 变 ( 当 w= 矿 时 , [e"， 的 退化 成 不 动 点 )。 因为 
9(5) 志 mo) 族 
g([b, wj]) oT, 
记 嫩 一 i 用 ,ywzo 为 闲 线段 序列 ;其 中 并 ,三 Ko 或 MM 全 Ki, Yn>0. 
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_ 二 


» 


记 全 体 这 样 的 吾 的 集合 为 &. 设 耳 EE， 对 1 之 0, 记 
P(E, 1)=C0Card({M.E BE!'M,ETo, n=0, 1, 从) 
Tim 一 一 沾 . (*) 


i 


这 样 的 五 ' 存在 ， 但 不 一 定 叭 一， 下面 用 归纳 法 来 具体 构造 一 个 . 
设 >0 是 使 [ior] =1 的 最 小 正 整 数 ， 记 
Ei = {Ms, 四 My, 
和 Ls, 当 0&i< 如 时 ; 
2 当 * 一 到 时 ， 
设 对 了 po 


Ern= {My, ., 克 计 


i 
Birw:= {Ms, 四 型 5) 小 ， 
使 其 前 刀 二 项 与 到 的 项 对 应 相等 , 而 
Mi 到 G ]， 当 1 2, ”3 21—1 时 ; 
mu 8"], 当 j=21 时 ， 
a I 当 [ (+ 7] 一 了 [17] = 工时 ; 
GD . 
Mia 当 和 [Cf 十 1)7] 一 [tr]=0 时 . 
归纳 步骤 完成 , 我 们 得 到 
E'={M'i}o0 ED, 
从 上 述 构 造 和 引 理 3, 易于 归纳 证 明 


PE", H) = [lr], vi>0 
再 据 引 理 4, 得 
1 AC Ld 
[oe { | 0 


即 五 " 满足 要 求 , 而 且 引 理 1 亦 得 到 满足 ， 内 此 , 存在 闭 线段 序列 
{bo 满足 
QiriT RY, 9"(Q:) -MM;, 
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“EQ'=[) QO" => 9 (4') EM?, Yn>=0 


下 设 0 之 71 之 rs 之 1, 易 证 存在 1>0, 使 得 
[Ct1)r]— [lr] * [Gt 1) rz ~ [rs], 
从 上 述 E' 的 构造 , 容易 看 出 
Mans Mt = , 
这 蕴涵 @PnQ”"= 局 ， 因 此 ,至 多 有 可 数 个 GE (0, 1), 使 得 &' 不 
是 单 点 集 . 记 
S=1z'€EIIrE (0, 1) 且 Q' 是 单 点 集 }, 
S 是 一 个 不 可 数 集 合 , 其 中 不 含 g 的 周期 点 ， 下 面 证 明 & 对 9 满 
足 定理 2 中 的 (2). 
《i) 设 zaonmEB, 0 之 nj 之 fo 之 1， 由 (#*) 式 易 见 , 窑 在 
下 


使 得 [4 十 2) 一 [ril 和 [1) ro ~ [lr'2]. vn>0 
这 药酒 |g 人 (p32) 一 gov) | d(To, T1}>0. Yn>0 
因此 lim suply"(an) y(n) ;d(To, 11)>0. 
(这 ) 设 z ew"*E8, 0<rmsra<li， 据 上 述 BB!' 的 构造 , 有 
Mi = ME = [Ga 1, W], $=1, 2, *"', 2 ~—1 
故 
GCL), gtiCw") E [as or]. 
因此 
lim inf ! gCg") — g(r) | <lim | gt+i(o") — gt 2") | 
<lim(g— -2) ~ 0, 
Gi) 设 wrE8, 0<<7 之 1， 因 为 
g*(2’) EM', Yn20 
易 见 ， 存在 无 限 多 个 m 使 
9 "czDETo 
也 存在 无 限 多 个 %, 使 
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9g"(2) ET. 
这 明显 获 涵 好 不 是 9 的 渐 近 周期 点 , 即 
lim suplg(o) —g"(p)|>0, VES, YpE P(g) 


(i) 亦 基 证 ， 至 此 , 定理 2 证 毕 . 


87.3 李 - 约 克 混 沌 

定理 2 为 混沌 的 定义 提供 了 缆 本 ， 但 它 的 结论 太 强 ， 不 能 完 
金 采 用 它 作 为 混沌 的 定义 ， 尚 需 作 适当 修改 ,为 此 , 下 面 对 定理 2 
作 一 些 分 析 . 和 

1. 定理 2 的 (了 是 沙 尔 可 夫 斯 基 定 理 的 特 款 . 

“在 在 所 有 正 整 数 周期 "这样 一 个 事实 ， 就 是 以 说 明 系 统 是 相 
当 复 杂 的 ; 但 作为 混沌 的 定义 , 加 以 要 求 则 过 苛 ， 四 为 那 将 把 一 大 
批复 杂 系 统 排斥 在 混 汪 系统 之 外 , 显然 是 不 适当 的 ， 例 如, 有 正 拓 
扑 箭 的 极 小 系统 (这 样 的 系统 是 存在 的 :0)， 将 都 不 是 混沌 系统 . 

2. 满足 定理 2 中 的 (2 的 不 可 数 集合 S, 一 般 称 作 混沌 集 . 其 
中 1 和 立 的 条 件 是 本 质 的 ， 反 上 映 了 轨道 结构 的 复杂 特征 ， 不 可 数 
多 的 点 ,在 同步 选 代 下 , 若 离 车 即 , 际 忽 不 定 , 时 而 聚拢 , 时 而 分 离 . 
在 直观 上 , 只 要 有 这 种 情况 出 现 , 就 足 可 说 明 系 统 的 轨道 结构 非常 
复杂 . 不 过 , 这 种 情况 也 可 能 是 假象 , 还 须 作 进一步 探讨 

定理 2 的 (2) 中 的 这 ,说 明 咏 中 无 渐 近 周期 点 . 但 这 个 结论 不 
是 独立 的 , 而 是 屯 涵 在 计 入 之 中 ， 我 们 有 下 述 一 般 性 结果 ， 

命题 1 设 ( 下 ,让 为 紧 致 系统 ,3 是 总 的 一 个 拓扑 度量 堵 
所 0 全 六 满足 

i) lim sup of), f(y))>0, Vo, yE To, Fy, 
ii) lim inf dCf"(w), fy)) =0, Ya YE Fo, 
则 到 内 至 多 食 了 的 一 个 浙 近 周期 点 . 
证 明 设 <.YESXo 是 二 的 两 个 渐 近 周期 点 , 彼此 不 相等 ， 先 
设 存在 PEP(F)， 使 
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lm ef”), f"(p)) 0, lim Cf), fip)) nN 
显然 lim dCf"Co), f(y)) —0, 


与 假设 矛盾 . 

下 设 存在 P.9€E 了 (Ff), Pp 到 4(《 但 对 某 个 i>1, 可 以 有 产 (p) = 
g, 但 jz 不 是 加 的 周期 ), 使 

jiao f°(n)) =0, lim of"(y), f°(9)) —0, 

记 emin{diw, v4) lu, Eorb(p) Uorb(g), 0}. 
显然 s>0. 容易 看 出 ， 
lim inf a 六 (zc7 f°(%)) 8>0. 
这 又 导致 矛盾 . 口 

因此 ,在 S 中 至多 去 掉 一 点 , iii 就 成 了 i 和 二 的 推论 . 

3. 我 们 说 过 , 动力 系统 的 核心 问题 是 轨道 的 渐 近 性 质 或 拓扑 
结构 , 但 具有 那些 其 有 某 种 回复 性 的 点 的 轨道 才 是 重要 的 ， 李 - 约 
克 定 理 的 一 个 不 足 之 处 是 它 没有 指出 S 的 构成 与 回复 性 的 关系 . 
仿 是 , 在 定理 2 的 证 明 中 ,只 要 赂 加 修改 补充 , 即 可 得 下 述 

命题 2 在 命题 1 的 假设 条 件 下 ， 丰 在 全 由 非 游荡 点 组 成 的 
不 可 数 混沌 集 . 

这 个 命题 的 让 明 这 里 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [281. 

根据 上 雷 的 讨论 ， 一 个 合理 的 混沌 定义 不 应 对 周期 性 有 任何 
要 求 , 并 把 混沌 的 组 成 与 回复 性 联系 起 来 ， 我 们 提出 

定义 & 设 ( 了 ,用 是 紧 施 系统 ,G 是 于 的 一 个 拓扑 度量 ， 设 
广 ( 忆 及 非 空 。 如 果 存 在 不 可 数 集合 SC 及 o, 满足 

i) lim Sup ECF (E), fy))>O0, Vr, YES, vy, 


ii) lim inf GC(f*(m), f°(1))=0, Va, yES, 


我 们 说 了 在 了 节 。 上 是 在 李 ~ 约 克 意 义 下 混沌 的 ， 这 里 的 5S 亦 称 作 
“的 混沌 集 ”, S 中 涉 同 两 点 称 作 的 混沌 点 侦 ”， 
了 在 福 上 混沌 "简称 子 混沌 ， 
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定义 2 中 的 i 可 换 成 
i) 存在 3>0, 使 得 
lim supatf (ey, 0) 8, Va yEDS, oy 


下 而 给 出 钥 单 证 明 . 设 SCXo 满 足 i， 我们 断言 , 存在 不 可 数 
子 集 S'S 和 5>0, 人 同 主 成 立 ， 用 反 证 法 ， 设 若 不 然 , 旭 集 合 


En fs, vES limsupat "Ce), PoO)> 二 | 


对 所 有 的 %>0 都 是 可 数 的 , 因而 集合 S = | Bw 也 是 可 数 的 ， 
蔬 盾 ， 断 音效 证 ， 用 8’ 代 赫 8, 则 六 和 六 成 立 ， 

命题 2 的 说 明 ， 在 定理 2 的 假设 条 件 下 , 了 在 Q(f) 上 是 温江 
的 ， 存 在 fE0%7), 它 在 I 上 混沌 但 在 2(f) 上 非 混沌 c?。 但 是 
我 们 有 下 述 

命题 3 设 fEO"D， 则 了 在 Q(f) 上 混 汪 当 且 仅 当 

en >0, 

这 个 命题 的 证 明 需 要 较 多 线段 自 映 射 的 知识 ， 超 出 了 本 书 讨 
论 范围 , 这 里 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 , 可 参阅 [30]， 

值得 一 提 的 是 , 命题 3 在 一 般 铺 形 下 不 成 立 ， 这 是 一 个 构造 
反例 的 问题 , 我 们 留待 讨论 符号 动力 系统 时 再 行 处 理 ， 

在 定义 1 的 意义 下 , 李 - 约 克 定理 有 如 下 的 推广 . 

命题 & (Oono) 设 JE C?(D， 则 了 有 非 2 方 攻 周期 , 草 涵 记 
在 人 QC 有 上 混沌 . 

它 是 沙 尔 可 夫 斯 基 定理 与 李 - 约 克 定理 的 一 个 简单 推论 ， 因 
为 在 假设 条 件 下 , 据 前 者 , 存在 ”> 0, 使 "有 周期 3 据 后 者 ,了 "在 
9Q(f") 上 混沌 ， 而 户 的 混沌 集 也 是 了 的 混 注 集 ， 因 而 了 在 (7) 
(=2CP")) 上 混沌. 

字 - 约 克 混 沌 在 各 种 情形 下 被 广泛 讨论 着 ， 它 们 大 多 涉及 符 
号 动力 系统 ， 我 们 将 在 以 后 详 加 讨论 ， 

我 们 有 下 述 更 一 般 性 的 命题. 

St 


命题 上 5 设 (三 ， 力 为 紧 致 系统 , 则 了 是 拓扑 混合 的 , 草 涵 了 是 
在 李 - 约 克 意 义 下 混沌 的 . 
证 明 从 咯 .读者 可 参见 [26]， 


$7.3 其 他 混 尖 


除了 李 - 约 克 意 义 下 混沌 之 外 ， 尚 有 多 种 混沌 的 定义 、 其 中 ， 
最 常见 的 是 狄 万 内 (R.L.Devaney) 泥 沁 . 

设 ( 王 , 了 ) 为 紧 致 系统 ， 

定义 8 如 果 存 在 3>0， 使 得 对 每 一 点 YE 三 和 4 的 任意 邻 
域 Us 存在 9ETV。 和 和 m%>0 满足 

BCz)， 庆 (7) > 

则 称 了 对 初 值 敏感 依赖 ,5 称 为 敏感 常数 . 

定义 和 4 如 果 下 述 三 个 条 件 得 到 满足 ， 

i 了 是 拓扑 传递 的 ; 

ii) 了 的 周期 点 在 互 内 处 处 筒 密 , 即 了 JJ) = 子 ; 

iii) 了 对 初 值 敏感 依赖 ， 
则 称 了 在 犹 万 内 意义 下 是 混沌 的 

在 这 个 定义 中 , i 下 示 系统 是 不 可 分 解 的 ， 即 狄 万 内 混沌 系 统 
不 能 分 解 成 两 子 系 统 的 和 ， 它 们 的 席 空 闻 均 含有 内 点 ; 二 说明 没 
有 周期 点 的 系统 (如 极 小 系统 ) 都 不 是 狂 万 内 混沌 的 ; 道 说 明 系 统 
是 不 可 预测 的 ， 即 初 值 的 微小 改变 可 能 导致 迭代 结果 产生 不 可 忽 
视 的 误差 。 这 最 后 一 条 对 计算 数学 有 重大 意义 ， 似乎 是 构成 狄 万 
内 混沌 的 灵 瑰 ， 但 不 幸 的 是 , 它 不 是 独立 的 , 而 是 i 和 二 的 推论 ， 
即 拓扑 传递 性 加 上 局 期 点 的 秽 密 性 ， 北 涵 对 初 值 敏 感 依 赖 ， 这 在 
直观 上 是 不 难 理 解 的 ， 有 一 条 轨道 在 空间 内 到 处 穿行 ( 即 每 一 个 
开 集 都 被 穿 过 ), 它 可 以 任意 接近 每 一 个 周期 点 ,而 局 期 点 却 不 能 
跟随 它 跤 遍 全 空间 ， 这 明显 地 和 北 涵 对 初 值 敏感 依 束 性 ， 下 面 把 这 
个 事实 玫 成 命题 形式 , 给 出 严格 证 明 . 

命题 6 在 定义 4 中 ， 条 件 i 利 二 蕴涵 条 件 证 (其 中 子 是 无 
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限 集合 } 

证 明 ” 设 ( 习 ， 力 满足 定义 2 中 的 条 件 1 和 ii， 当 互 是 有 限 
集 时 ， 它 必 是 了 的 一 条 周期 饥 道 . 这 样 的 系统 显然 满足 对 初 值 敏 
感性 ， 下面 假设 XX 是 无 限 集 合 . 

我 们 断言 , 存在 3o> 册 使 得 对 任 一 点 z€ 下 ,都 存在 PEPP(7)， 
满足 

(orh(p), «)>60/2., 
实际 上 , 任 取 两 个 不 在 同一 轨道 上 的 了 的 周期 点 Pr1 和 Ps, 并 令 
do=adiorb(p), orb(pe)) >0, 
这 个 50 即 满足 要 求 . 这 是 因为 , 若 
Glorbp), w)<oo2, olorb(ps), 2) < do/2, 
则 由 三 角 不 等 式 , 可 得 
dCorb( pi), orbh(ps)) < Bo, 
这 与 56 的 取 法 矛盾 ; 断言 闫 证 . 

下 面 证 明 6 二 608>>0 是 了 的 敏感 常数 ， 设 xE 革 为 任 一 点 ， 
并 取 3>es>0， 据 了 的 周期 点 在 王 内 的 稠密 性 ， 在 了 (zc，s) 内 可 
取 了 的 周期 点 2 并 设 它 的 周期 为 n>0, 

据 上 述 断 言 , 存 相 gE€ P(f), 使 

worh(tg), 2) 六 外 


令 5- 人 fi (Fg), 0)), 


因为 9€ 0U, 故 品 是 非 空 开 集 ， 据 拓扑 传递 性 ， 存在 YEV(z%， 6) 站 
RC) 和 8>0, 合 fr*(y)EU, 
令 和 [全 +1|.， 易 见 T<mu 一 5<m。， 我 们 有 
一 DEEP 全 D) 三 六 (Pd 3)， 
考虑 到 fm) = 一 pp 由 三 角 不 等 式 , 得 
GO FHV) = Ap, fy)) 
Pur, fg —a (f(g), "(9)) 
— ip, 2), 
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由 于 DEF (oz 6) 和 J 了"(y)EV(f™*(g), 5), 又 得 
Wf DP), FY))>40—6—-0=20, 
再 次 利用 三 角 不 等 式 ， 易 见 
dg), fy 6, df 2), fp))>6 
至 少 一 个 成 立 ， 因 为 和 yy 均 属 于 (x, 8), 这 就 完成 了 证 明 ( 参 
见 [133). 
由 念 题 1， 在 犹 万 内 混沌 的 定义 中 ， 至 少 应 该 去 掉 一 个 条 竹 ， 
我 们 说 过 ， 在 定义 4 中， 条件 评 把 诸如 极 小 系统 排斥 在 混 汪 系统 
之 外 , 是 不 适当 的 ， 因 此 , 应 该 去 掉 的 是 条 件 这、 我 们 提出 
定义 5 如 果 了 满足 定义 2 中 的 条 件 i 和 二 ii， 就 称 卫 是 在 收 
改 的 狄 万 内 意义 下 是 混沌 的 . 
命题 了 了 是 拓扑 强 混 合 的 , 草 涵 了 是 在 修改 的 狄 万 内 意义 下 
混沌 的 . 
证 明 设 了 拓扑 强 混合 ， 记 蔷 的 直 色 
忆 ) 一 Sup {dz, y)} =6>0, 
我 们 证 明 , 5/2 可 选 作 了 的 敏感 常数 ， 
A 取 yzEX 和 充分 小 的 s>0, 使 
eV yy, e), Viz, 6)) 07:2. 
容易 看 出 , 这 样 的 y 和 % 是 存在 的 据 83 定 义 色 存 在 六 >0， 使 
得 
feV rx, 8)) NV(y, 8) #0, 
PC 站 入 人 6)#y, Yn>N 
这 明显 蕴 洱 了 "V(rz, 2)) 的 直径 
Df"Viz, ea Vy, e), Vz, 8))>5/2, 
出 此 昂 见 ,对 每 一 个 固定 的 n> 入 ,存在 yEViz, 8), 使 得 
Cr fy)) > 0/2. 口 
有 关 犹 万 内 混沌 的 讨论 , 请 谈 考 参 和 网 1] 得 肛 关 文献 ， 除 狱 万 
办 混沌 外 , 尚 有 多 种 混沌 定义 例如 ， 有 人 把 正 殷 扑 业 定 义 为 混 沁 
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等 , 我 们 将 不 去 一 一 列举 , 

贵 名 思 义 , 混 汪 系统 是 指 比 较 复 杂 的 系统 , 但 系统 的 复杂 性 没 
有 其 至 也 不 可 能 有 一 个 统一 的 标准 ， 不 同 的 侧重 面 导致 不 同 的 混 
沌 的 内 涵 ， 对 于 实验 科学 而 言 , 这 种 情 帝 是 可 以 理解 的 , 但 对 于 一 
切 从 严格 定义 出 发 的 数学 而 言 , 这 个 局 面 就 不 是 能 够 长 期 容忍 的 ， 
很 多 数学 工作 者 在 努力 寻求 混沌 的 统一 定义 ， 尽 管 至 今 没 获得 成 
功 , 但 这 项 工作 还 是 应 该 坚持 下 去 的 ， 值 得 注意 是 下 面 两 个 问题 ， 

1) 混沌 的 本 质 是 什么 ? 描述 系统 的 复杂 性 的 概念 很 多 , 如 拓 
扑 靖 ,混合 性 ， 李 雅 普 诺 夫 指数 , 初 值 敏 感 依 赖 和 李 - 约 克 混沌 等 ， 
它们 从 不 同 侧面 反映 了 系统 的 复杂 性 ， 混 注 作 为 描述 系统 复杂 性 
的 -个 概念 , 它 是 从 什么 侧面 反映 系统 的 复杂 性 的 呢 ? 也 就 是 泥 沌 
的 本 质 是 什么 ?一 个 有 意义 的 混沌 定义 必须 从 本 质 上 不 同 于 其 他 
概念 , 也 不 应 该 是 其 他 概念 的 合成 ， 例 如 , 如 果 正 拓扑 入 与 混沌 等 
价 , 那么 混沌 这 个 概念 也 就 意义 不 大 了 . 

2) 既然 混沌 有 很 多 不 同 定 义 ,一 个 重要 的 问题 就 是 这 些 不 同 
混沌 的 比较 ,即将 涵 关系 或 等 价 关系 ， 等 ， 特 别 是 正 拓 扑 六 与 李 - 
约克 混沌 的 比较 ， 这 个 问题 的 进一步 探讨 不 可 避免 地 要 涉及 遍历 
理论 ， 这 已 超出 本 书 范围 , 我 们 不 得 不 割爱 ， 在 本 书 范围 内 , 最 好 
的 结果 是 : 在 非 游荡 集 上 , 混沌 的 系统 可 以 有 替 拓 扑 彤 ， 细 节 将 在 
以 后 讨论 . 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 提出 下 述 问 题 ， 扣 命题 5 和 命题 7, 我 
们 有 . 

拓扑 强 混合 < 
修改 的 狄 万 内 混 浪 ， 
我 们 有 自然 要 问 : 
问题 1 上 述 图 表 中 的 箭头 的 反方 向 是 否 成 立 ? 
问题 地- 约克 混沌 与 修改 的 狄 万 内 混 汪 有 否 草 涵 关 系 ? 
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第 3 章 


符号 动力 系统 


本 章 起 , 我 们 将 进入 本 书 的 主要 内 容 , 即 符号 动力 系统 。 本 章 
介绍 符号 空间 和 其 上 的 转移 自 映 射 ， 证 明 转 移 自 映 射 的 基本 动力 
性 状 ,给 出 子 转移 的 一 般 描述 , 并 由 此 导致 子 转移 的 分 类 -一 有 限 
型 子 转移 和 -- 般 子 转 移 作为 符号 动力 系统 的 应 用 ， 介 绍 斯 梅 尔 
(S. Smale) 马 蹄 .转移 不 变 集 和 拓扑 滴 映 射 的 连续 性 问题 . 


§ 8 符号 空间 与 转移 自 英 身 


§8.1 符号 室 间 与 转移 自 映射 

设 整 数 *>>2, 任 取 个 不 同 符号 , 例如 取 0，1,，…', 一 i， 记 

S = {0, 1, .…, b—1}, 

叫 作 “ 由 天 个 符号 组 成 的 状态 空间 ”"， 其 中 每 一 个 符号 亦 称 作 “ 状 
态 ”>， 赋 5 以 “离散 拓扑 "，， 即 5 的 每 一 个 元 素 都 是 开 集 因而 也 就 
都 是 闵 集 .8 显然 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 . 

作 拓 补 积 

Sa 一 TS=S8xSx. 


= {p= {0 2 Ya 0) In ES, Yn2>0), 

这 里 的 忆 ; 表示 全 体 非 负 整 数 的 集合 . 据 著名 的 吉 洪 诺 夫 定理 ， 
S 是 紧 致 的 . 

设 E350, nn 一 J, mn>0， 又 设 mw 宕 0， 记 

m[lfo, Bi 7 ni — {ZE SE pa th, i—0,'%, n~1}, 
叫 作 号 上 上 有限 序列 Cao，…，Qn-1) 上 的 柱 形 ， 易 于 看 出 ， 柱 形 基 开 
集 , 也 是 闭 集 . 显然 , 全 和 体 柱 形 的 集合 是 可 数 的 , 而 且 构 成 了 S” 的 
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乘积 拓扑 的 一 组 基 , 即 Sz, 的 每 一 个 开 集 均 可 写成 柱 形 的 并 集 . 因 
此 , Sz 满足 第 二 可 数 性 公设 , 再 者 , 不 难看 出 , 88 是 全 不 连通 的 ， 
基 它 的 每 一 个 连通 分 支 只 由 一 个 点 组 成 ， 又 易 证 S* 是 家 斯 多 夫 
《F. Hausdor 纤 ) 空 间 ， 因 此 ,S” 是 可 度量 化 的 ， 它 的 一 个 常用 的 
度量 是 : 


S$, dan 
po 太一 襄 半 ， 


V%= (zo, 1) …), y= {yo, 21， “ENB™ 
0, 当 Tn = Yn 时 ; 

3 『 mm 

ee ls 当 2 天 yr， Yn 这 0 时 . 

下 述 等 价 度量 有 时 亦 会 用 到; 


P12, Y)— Max { 二 wu 如 |， Vo YE OS™ 


容易 验证 , .上面 的 p 和 pi 都 是 gz 上 的 度量 ， 即 满足 度量 的 
三 条 性 质 , 而 且 它 们 是 等 价 度量 

由 有 限 天 个 符号 (状态 ) 生 成 的 紧 致 全 不 连通 可 度量 空间 8S 
则 作 大 - 单 边 符号 空间 . 

类 似 地 , 可 以 定义 -双边 符号 空间 ; 


Sz]IS=:xSxSxAx.: 


— {z=—( wa0 m4 "°°) [zn EN, Vn€ ZY, 
这 里 的 之 表示 全 体 轻 数 的 集合 。 上 面 的 * 号 表示 第 0 个 因子 ( 坐 
标 ) 所 在 的 位 置 。 SF 也 是 紧 致 拓扑 空间 ， 而 且 辐 样 可 以 在 其 上 定 
义 往 形 ; 设 m&€ 忆 ， 
am [co cd … Gn-1] = {TE SY wnt ti, 4=0, ,NO—, 

易 见 , S* 上 亦 有 由 全 体 柱 形 构 成 的 可 数 拓扑 基 , 且 S* 也 是 变 斯 多 
夫 空 间 , 因而 8” 亦 是 可 度量 化 的 ， 它 对 应 单 边 情 形 的 两 个 度量 分 
别 是 ; 
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plz, Y) -> a Vo YEN 


和 Me ns 人 mo Vr, YES™ 


辣 样 , S? 也 是 全 不 连通 的 ， 紧 致 可 度量 拓扑 空间 SY 书 作 大 -双边 
符号 空间 . 

在 Sw* 上 定义 一 个 特殊 的 自 映射 如 下 ， 

定义 1 

vu SY-yS3, 
| {Zo 1) 2) 1 (21, 和 2) mv)， 

郑 在 总 的 作 册 下， 的 点 的 坐标 依次 向 左 移 一 位 ( 原 第 一 个 坐标 
变 成 第 0 个 坐标 ， 等 等 ; 原 第 0 个 坐标 抹 去 )。 G 则 作 “ 单 边 扣 符 
导 空 间 $z 上 的 转移 自 映 射 ” 

命题 1 ce 足 连 续 的 ,在 上 的 ,对 1 的 

证 明 简单 , 从 略 . 

类 似 地 , 可 以 在 S2 上 上 定义 转移 自 间 胚 . 

定义 3 定义 

vo: SF->S®, 
| (FPC 
即 在 0 的 作用 下 ，S3 的 点 的 坐 慰 依次 向 左 移 一 位 (原来 的 第 一 个 
坐标 变 成 第 0 个 坐标 , 等 等 )。 容易 看 出 ,ac 是 8 上 的 自 同 年 ， 它 
的 送 瑞 射 是 把 S3 上 点 的 奉 标 依次 疝 右 移 一 位 的 作用 ，oa 叫做 “ 双 
边 #- 符 号 空间 S*” 上 的 转移 自 司 且 >， 所 谓 符号 动力 系统 , 即 是 指 
(9 o) 或 (S83, c)， 

前 者 是 拓扑 离散 半 动 力 系统 , 后 者 是 拓扑 离散 动力 系统 , 它们 将 是 
本 书 的 主要 讨论 对 象 . 这 两 种 情形 的 动力 性 状 很 相似 , 它们 有 相同 
的 问题 , 也 有 相同 的 结论 , 在 处 理 手法 上 也 相似 ， 下 面 主要 讨论 单 
边 情 形 、 为 了 简单 起 见 , 此 后 除非 男 有 声明 , 凡 提 到 符号 动力 系统 
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总 是 指 单 边 情形 . 


$8.2 符号 动力 系统 的 动力 性 状 


设 £>2 和 (S2%，a) 辐 上 . 下 而 证明 c 的 基本 动力 性 状 , 它们 
是 符号 动力 系统 之 所 以 重要 和 有 广泛 应 用 的 基础， 
命题 % og 有 以 每 一 个 正 整 数 为 周期 的 周期 点 。 
证 明 设 n 之 1， 易 见 ， 
Pr Te eR 
是 go 的 一 个 mn- 周 期 点 ， 证 毕 , 
命题 3 P(to)=S， 即 0 的 周期 点 集 在 Sw 内 处 处 稠密 . 
证 明 设 z=(ao 科 JESE 对 每 一 个 2 关上 可 以 按 命题 2 
证 明 中 的 方式 由 上 个 符号 构成 的 有 限 序列 (wo … 和 -0 依次 
无 限 排列 而 构造 一 点 | 
r"*= (xo 1 End Wo HL" dnol “1 ) END. 
易 见 ,wz" 是 一 个 周期 点 ， 显 然 有 
Hm w=w, 
即 Sw 中 每 一 点 都 是 o 的 周期 点 的 极限 点 ， 这 就 完成 命题 3 的 证 
明 . 
命题 4 o 是 拓扑 传递 的 ， 即 存在 zESz， 使 得 
orb'w) = S™. 
证 明 S 中 个 符号 每 次 取 mn 之 1 个 ,共有 名 个 不 同 排列 . 把 
这 本 个 不 同 的 mw 序列 按 任 意 顺 序 依次 排 成 nw 序列， 记 作 
Paxr， 邻 
t= PP Prgs END 
下 面 我 们 证 明 
orbtw) = SBE: 
任 取 yES™， 对 任意 7 之 1, 根据 点 2 的 构造 , 易 见 存在 丸 之 1， 
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使 得 cz(z > 的 前 个 坐标 依次 与 (yo … Ws-1) 对 应 衫 等 ， 据 度量 p 
的 定义 , 这 蕴 沽 
lim a™ (wg) 一 2 
这 就 完成 了 命题 4 的 证 明 ， 
命题 5 c 是 拓扑 弱 混 合 的 ， 即 


oxo NSxN—y SxS8m 


是 拓扑 传递 的 ， 
证 明 下面 证 明 , 存在 wz€8, 使 对 任意 xz.y&€S™， 存 在 单 
调 递 增 序列 fw, 满足 


jim(c x o)™"(u, 2) = {z, 9)) 


有 eA 


即 lim ou) = 2, lim og"(t)=y., 


设 %>1， 且 Pnw 同上 命题 中 是 号 中 廊 个 符号 每 次 取 n% 个 共 
kr? 个 不 同 %- 序 列 按 任意 顺序 依次 排 成 一 行 而 得 到 的 一 个 mn 如 - 序 
列 、 这 样 的 序列 共有 彼此 不 同 的 厂 ! 人 个， 把 这 下 ! 个 mn. 加 -序列 再 
按 任意 顺序 依次 排 成 一 行 而 得 到 一 个 好 1 序列， 记 作 Qinwe， 
Vn 字 1， 又 沁 如 1 个 Powr 依次 排 成 一 行 而 得 到 的 训 1n. 和 如 -序列 为 
了 an Yn 1, 

记 下 一 人 全 ro 

v= Pr Pr Peninn' "EB™. 

由 上 述 构 造 易 见 , 对 任意 ww>0, 存在 >0, 使 得 om"(w) 和 o™(%) 的 
前 ”个 坐标 分 别 与 (ze … zw-1) 和 (yo … gn-1) 对 应 相等 。 这 证 明 
了 


lim ow) 一 2 lim ao™(v) =», 
从 而 完成 命题 5 的 十 明 . 


命题 6 o 是 拓扑 强 混合 的 . 即 对 任意 非 空 开 集 L、?CS 
存在 六 > 使 得 
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ou) Nv vn>N 
记忆 .wvEN 为 非 空 开 集 , 并 设 XEu， 由 拓扑 基 的 性 质 ， 存在 
V0, 使 得 
ofzo … wy- CC. 
易 见 ，o "CoLro … rr-1]) 二 SS， 从 页 
oy) NDo"Colgo … av-i]) 站 4 
DS™Nv=1 
只 要 m 关 六 口 
我 们 知道 ( 见 第 1 意 $ 8). 
拓扑 强 混合 之 乓 扑 弱 混合 芒 拓扑 传递 
因此 , 命题 6 蕴涵 命题 5, 命题 5 蕴涵 命题 4. 我 们 这 里 给 出 命题 对 
和 命题 5 的 独立 证 明 ， 是 希望 读者 借 此 对 符号 动力 系统 有 较 深刻 
的 感性 认识 ， 从 有 限 序列 出 发 , 构造 53 中 的 点 , 以 满足 所 需要 的 
性 质 , 这 种 手法 还 会 被 用 到 . 
命题 了 ent(o)=log%. 
证 明 下面 用 拓扑 炳 的 Bowen 定义 ( 见 $6)， 并 利用 度量 
pi 给 出 证 明 . 
设 0<s<1, 并 设 >>0 是 最 小 的 正 整数 , 使 得 
> 二 
因此 ,对 wyE€S™, 
pi%, YI EE © t=, d=0, .…, m—1 
记 Sm,n= {P= (80 Gntn-1) MES, t=0,……, m+n—1}, 
Pan= {PP ES IPESh,n}. 
易 见 , 基数 
六 (Sma) 二 六 (Pr,n) 一 Et". 
设 ZESW, 并 取 yEPnm,n, 使 得 
Vi = i, 2S=0, 1 M+n—1 
显然 ， pio'(z), o'(y)) <s. b=0, art 


据 张 或 集 的 定义 ( 见 第 2 意 86)， Ps 是 0 的 一 个 (n, 8)- 张 成 集 ， 


据 定义 3, 我 们 有 


Tae, ST, oq) eb 
因此 , 据 拓扑 闹 的 Bowen 定义 , 得 


: 1. 
eni(o) =lim lim sup 元 ]ogyn(a， S™, o) 
E30 Nore 


又 记 
Ss={P= (go @1) | GES, $=0,.…, n—1}, 
P= {PP:..€ SH PEBS,}. 
显然 地 , 基数 
a (8%) 二 并 (PP,) = 和 


设 =.JE Po, xy， 据 上 述 构造 , 易 见 对 菜 个 0<i 一 m 


Pilo'(%), oy)) >1>e. 


据 分 离 集 的 定义 ( 见 86)， 了 ,是 o 的 一 个 (n，s)- 分 离 集 . 


定义 3， 
Sl8, So 人 


据 拓扑 炉 的 Bowen 定义 , 我 们 有 


ent(a) 一 Ian lim sup 过 log S,(e, S™, o) 
S00 fo , 


>lim lim sup 二 log fA" 


| 一 Jo 大、 
88.3 和 转移 自 映 射 的 混沌 性 状 
设 >2 和 CS%，o) 同 上 ， 本 节 讨 论 0 的 混沌 性 状 . 
遍 性 , 可 设 天 一 2 


记 So 一 ES oo 一 0 SE —{rES™ |wo= 1}. 
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VymnZe0 


vn>0 


据 36 


Yn>0 


不 失 普 


它们 是 Ss' 的 不 相交 闭 子 集 ， 易 见 
plS¥', S¥-)=1, BYUSE=S™ 


和 oSF) 一 和 eS 
令 代 =={ 恕 沾 ?20 为 集合 序列 ,其 中 
如 -88 或 8 vi 


记 全 体 这 样 的 序列 的 集合 为 6. 
引 理 1 对 每 一 个 性 ={B/} ES, 唯一 存在 ES 使 得 
oH) ER,. YI- 
证 明 令 
0， 当 El~ SF 时 ; 
"| 1， 当 ,=S%, YI1>0 时 . 
强 然 ，z= (ao X41 …)ES” 满足 引 理 1 的 要 求 , 且 是 唯一 的 ， 口 
设 嵌 ={B 中 ESG、 记 
rCM, 0D) = #8 B=SP, ¢=0,.., 人 ))， 
引 理 名 设 实数 9E (0, 1)， 旭 存在 


M’= {HES, 
使 得 
.+CM", BE) 
a 


证 明 下 述 证 明 类 似 于 定理 2 中 这 的 证 明 . 用 归纳 法 构造 
习 " 一 {EP} 设 记 0 是 使 [lowm1=1 的 最 小 正 整 数 ， 定 义 
M" ={Et, Ss Ej) 


有 I 当 0&i 过 如 时 ; 
b=Sr. 
对 ?> 归纳 地 定义 
: MB = {Ea, *', Em}, 
其 中 . 


{Bn, ot Bian = Muy 
Er~=8%, (1 co 
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,SY， 当 [m1 一 [ti 一 1)w] 一 1 时 
和 Be er 当 [wj 一 [GQ 一 了 j=0 时， 
归纳 步骤 完成 , 我 们 得 到 
M'= {Er}Ee. 
据 上 述 构 造 和 857 引 理 3, 易 于 归纳 证 明 
r(M’, P= [im]. , Vi>0 
再 据 87 引 理 4, 得 
lim A 口 
设 对 ?EE 台 满 足 引 理 2 的 要 求 ， 记 与 它 对 应 满足 引 理 1 条 件 
的 唯一 点 为 
m= (RW) ES 


xi 记 Oo-{mES™InEl0, 1D), 0-Uo'(O0). 


我 们 先 证 明 下 述 诸 简单 断 语 , 其 中 0<1<9<1. 
(1 27=0 仿 存在 1>0, 使 得 
=B 用 [一 [G 一 世人 = 
se 0<j<o+1, Yl>1 
这 个 断 语 易 由 以? 的 构造 和 各 的 性 质 ( 引 理 1) 直 接 看 出 . 
(2》 存在 光 限 多 整数 ?>0, 使 x5 一 0, 
否则 由 衣 ? 的 构造 易于 姥 出 rCMM", 了 有 界 ， 因 而 导致 9 一 0 
的 了 矛 技 ， 
(3) 对 任意 食 >0, 存在 I>V, 使 和 和 壮 43， 
否则 , 易 看 出 7CM", 如 ) 一 r《 枢 如) 有 界 , 导致 ”=9 的 矛盾 . 
(4) 记 
4 
em(11. ES, om(T1i 011.)ESE Ww>0, 
则 
wy, 0)={e, elVvi>0}. YED 
因为 ww, 5) 一 Ofai(c)，c)， YVES™, Yo>-1 
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故 上 只 须 对 xwE Oo 加以 验证 即 可 ， 
设 好 ECo、 据 (四 易 见 
PC (ZJ 6) 一 >0， ( 当 1-> ceo 时) 
故 EEw(x", 0o), 
又 据 (2), 存在 
Ubb 
使 得 cafkz7 的 第 一 个 坐标 为 (，Y7>0.， 据 (可 以 看 出 ， 对 任意 
62>0, 当 7 充分 大 时 ，a8-i(w") 的 前 个 坐标 都 是 1， 第 i 十 1 个 华 
标 为 GO， 随后 妈 有 至 少 CY 寺 1)? 一 如 一 1 一 (61)= 二 24) 一 (十 2) 个 华 
标 都 是 1， 因 此 
plor-i(2"), e:)—> 0, (和 >co) 
故 aEwlw", c)， Yi>0 
下 设 yE€ 5S 加 至 少 有 两 个 誉 标 为 0，、 不 妨 设 一 ym 一 0，h 有 过 
m.， 我 们 证 明 
yor, o). Yr"E Oo 
用 反 证 法 ， 设 存在 %E 人 0, 0), 合 yEw(w", a)， 即 存在 
< hd, 
使 得 limo™(2") ~y. 
易 见 , 当 了 充分 大 时 ，os(w") 的 第 有 +1 个 举 标 和 第 mw 十 1 个 学 标 
都 是 0， 但 据 (1)， 当 j 了 充分 大 时 ，o™(w”) 的 任何 两 个 等 于 0 的 坐 
标 之 间 可 以 有 任意 多 个 坐标 为 1, 导致 予 秆 (和) 获 证 . 
下 面 证 明 ec 有 较 李 -约克 原始 定义 更 强 的 混沌 性 状 .。 
命题 8 下 述 (i) 和 (ii) 成 立 ; 
(i) og 有 nn- 周 期 点 , Yn>>0. 
(i) 存在 不 可 数 集合 CCSw 一 Plo), o(O)CO, 上 且 满 足 
A) lim snpPta so) oy)) 1, Ve yE OU, wFY 
B) lim inf plo"(z), o"(y))=0, Ya, yE O; 
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OC) lim inf pfanfzy，on(O))>0， YEO, YPpEP(G)— {te}, 


其 中 e=(11…)E€P(o). 

证 明 (i) 即 命题 2, 

(ii) 下 面 证 明 上 面 构 造 的 OC 即 满足 所 求 . 

由 工 面 的 (3) 易 见 ， 当 0<n< 之 86 之 1 时 ,2 天 9， 这 证 明 Co 与 
开 区 闻 (0，1) 的 点 一 一 对 应 ， 故 不 可 数 . OO 当然 也 不 可 数 ， 又 ， 
o(O}CO 是 明显 的 ， 最 后 ， 由 上 面 的 (和 (2 易 见 ， 呈 的 轨道 由 
无 限 多 不 同 点 构成 ,因此 2”? 和 oco'(w”) 《VI>0) 都 不 是 0 的 周期 点 ， 
即 OCS™— Pg). 

A》 设 o*(z") 和 oa"™(wx?) 是 O 中 不 同 的 两 点 ,其 中 %"、%*€ O06， 
0<70 和 1 不妨 设 0<hSIN( 当 力 =8 时 ,有 之 7)， 

先 设 半 = (这 时 0<<6<1)， 据 (3)， 存 在 五 <ta<<… 和 < 人 


2 天 oo， Yi>0 
因此 ， 
Pa (az od (G(r))) =plo(y"), ou :1, 
YY 
这 证 明 lim sup plo’(o*(2")), oi (oe))) 1, 


表 设 h<m( 这 时 0<5<90<1)， 据 (0)， 存 在 正二 下 < < 

<<… 使 得 
v7 = 0. Yj>1 
易 见 , 当 j 充分 大 时 ， 
ae (cao 一 ofoES8， 
or 0" (20)) ~ tn (oo)EBE 

因此 ， lim supp(o (og)), oF (om(x)))1, 
A 获 证 ， 

B) 设 o?(w") 各 oao”(z?) 同 和 A， 不 妨 设 

玉 委 和 一 天 十 区 (1 十 13 
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再 (T 曙 岂 , 当 了 ?> 时 ， 
oemiat(an(e9) ort) € BE, 
Ur Mig™ (x)) = tti ne) [ee SE:, 
且 它 们 的 前 (+41)? 一 如 一 G02 一 二 让 一 21 一 Uw 一 和 个 如 标 均 为 
1， 这 明显 给 出 卫 的 证 明 . 
) 设 oA(w)E0, 并 设 存在 PE PCc), 使 


lim inf plo"o*(2")), op)) =0. 


由 加 的 周期 性 易 证 PEwlz?, 0)， 注意 到 C4) 中 的 ex(V6>>0) 均 不 
是 5 的 启 期 点 , 豆 2=@， 口 

命题 8 中 的 混 浅 集 要 求 对 o 不 变 , 即 c4COICC、 如 果 只 是 证 
明 g 在 $7.2 定义 2 意义 下 混沌, 那 就 简单 得 多 了 . 

命题 9 ”对 每 一 点 ES, 可 以 构造 一 个 混沌 集 C。 满足 

i) lim supplo"(y), 0.¢))>0, Vy, ¢E Or, YF%s 

i lim inf pCor(y), One) =0, Yo ECO. 

证 明 ”对 每 一 个 了 E (C0, 24), 定义 w'ES*, 满足 

类 Tn 他 椰 在 I>0， 使 n= 纪 
[Er [irl=1, Yr>0. 

即 z' 与 z 的 区 别 仅 仅 在 于 满足 上 述 条 件 的 平方 数 坐 标 处 它们 的 
举 标 不 回 ， 因为 假设 一 2， 故 上 述 wx’ 对 每 一 个 是 完 全 确定 的 
{之 2 时 志 可 以 定义 wr， 具 须 把 上 述 等 价 关 系 左 位 收成 汪 三 z4 十 
lcmod%) 即 可 ). 

设 < < 和 < 一 1 

据 避 3), 对 任意 六 >0， 存在 1 使 得 

2 天 tp2 

这 保证 了 i 成 立 . 

显然 ， 对 任意 名 >0, eofsdz) 与 gao 至少 前 到 个 举 标 对 - 
应 相等 ， 这 又 保证 并 成立， 口 
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89 子 转 移 


39.1 子 转移 和 排除 系统 


设 丰 兰 2 《82 ，c) 同 前 . 
下 面 用 也 (8 表示 对 c 不 变 的 3 的 全 和 体 闲 子 集 的 集合 ， 当 
EL(LS*) 时 , 子 系统 
TAO > 二 
叫 作 “ov 的 子 转移 ”, 我 们 有 时 也 用 2082 ) 表示 上 的 全 体 子 转移 的 
集合 . 
我 们 已 经 证 明了 的 一 系列 动力 性 状 ， 也 许 我 们 还 可 以 发 现 
和 证 明 e 的 进 -一 步 的 新 性 质 , 但 不 管 怎么 样 , o 是 一 个 固定 的 特殊 
娱 射 , 没有 什么 变化 ， 在 符 导 动力 系统 的 理论 中 , 应 用 更 多 的 是 子 
转移 内容 更 丰富 的 也 是 有 关子 转移 的 讨论 。 本 节 我 们 将 给 出 子 
转移 的 一 个 一 般 刻 划 . 
设 4= (ao … -2) 是 司 上 一 个 长 度 为 之 1 的 有 限 序列 ， 简 
称 "% 序 列 、 设 xESY+， 如 果 存 在 mn 之 0, 使 得 
Cn = Os y=0, ,NC—1 
即 2 属 于 4 上 某 个 柱 形 , 则 说 “有 限 序列 4 出 现在 2 内 ”或 “会 
有 4”, 记 作 
A—<z; 
如 果 存 在 2€E ,使 4<z, 则 说 “4 出 现在 AELCS*) 内 ”, 
设 如 =(bo''' pn- 亦 是 总 上 有 限 序 列 Cm 关 机、 如 果 mc 
且 存 站 01m 一 nm 使 得 
~ birt = 0, %=0, ……, nC—1 
则 说 “和 4 由 现在 BB 内 ”或 “B 含有 4”, 记 作 
本 天 已， 
这 时 我 们 也 说 “4 是 BB 的 一 个 于 序列 ~ 
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设 .%f 是 S 上 有 限 序列 的 一 个 集合 ， 记 
A ={rE ST A+Tt, YAE .oN, 

命题 1 对 任意 S 上 有 限 序列 的 集合 .%, 4<ET0SE)， 

证 明 设 44E.wf， 据 定义 ， 和 4 可 以 在 其 内 出 现 的 点 的 集合 是 
4 上 所 有 柱 形 的 并 集 , 因而 是 开 集 ， 因 此 , 4 不 能 出 现在 其 内 的 点 
的 集合 是 Sz: 的 闭 子 集 ， 显然, 4x 即 是 当 <4 跑 亡 .2 时 44 所 对 应 
的 这 样 的 集合 的 交集 , 因而 也 是 S 的 闭 子 集 .4v 对 o 不 变性 是 
明显 的 , 因为 按 定义 , 4 不 能 出 现在 % 内 , 当然 也 不 能 出 现在 ckz) 
内 . 口 

据 命题 1, 每 给 定 S 上 一 个 有 限 序 列 的 集合 .sz， 就 决定 了 一 
个 Sw 的 对 og 不 谈 的 闭 子 集 4 因而 也 就 决定 了 一 个 子 系统 

caw: A 

“2 叫 作 4 或 子 系统 0 的 排除 系统 ,0 4 叫 作 由 排除 系统 .sz 决 
定 的 子 转移 。 我 们 有 下 述 重要 命题 . 

命题 8 设 4EI(St)， 则 存在 上 有 限 序列 的 集合 .使 
A=A,. 

证 明 令 . 包 是 和 上 所 有 不 出 现在 4 内 的 有 限 序 列 的 集合 . 

- 由 排除 系统 的 定义 , 易 见 


AGEAy, 

车 4 年 Mw, 则 Xs 一 4 是 和 44 的 非 空 开 集 . 故 存 在 5S 的 开 集 思 使 
&P ds= A 
设 召 为 有 限 序 列 ,使 

of BICu. 

于 是 有 
BIN ACA—A, 
若 存在 “<E 4, 使 
忆 一 0， 

或 对 某 个 % 二 0， 


本 “EnLB]}, 
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则 
ow) EoLB]. 
但 是 "to)E4S4w 这 导致 
oLB1N A FA — 
的 矛盾 . 故 召 可 以 出 现在 .x 内 ， Ra 内 ， 按 .: 史 的 
定义 ,BE .5 这 又 与 B 可 以 出 现在 Ay 内 矛盾 .这 个 矛盾 由 假设 


4 年 4 引起、 因此 
A =A,y, 吕 


推论 设 ,% 为 S 上 上 有限 序列 的 集合 ;出 
[dv 一 fi es. 


进而 ， 苦 : nC .ht >0), .= jn; 中 
Ae=N ds. 


可 从 定义 出 发 直接 验证 ,证 明 从 赂 ， 
命题 3 设 .o 为 8 上 上 有 限 序列 的 集合 ， 则 存在 SS 上 有 限 序 
列 集 合 的 序列 {.Yr}x-1， 满足 
Rk .= 
因而 > 
4 一 人 4 
证 明 对 每 一 个 %>>0， 令 .on 是 .好 中 所 有 长 度 不 大 于 wm 的 
有 限 序 列 的 集合 ， 显 然 
nCnriC 和 .= eh. 站 


命题 2 说 明 , 每 一 个 4ELK(S*) 或 o 的 一 个 于 转移 可 由 S 上 
的 一 个 有 限 序 列 集合 , 即 排除 系统 决定 ， 反 之 , 5 上 每 一 个 有 限 序 
列 集合 可 以 决定 一 个 4E LCS*) 或 o 的 子 转移 .但 是 , 容易 看 出 ， 
这 种 决定 不 是 一 对 一 的 ， 且 任何 一 个 排除 系统 可 以 扩大 成 一 个 无 
究 集 合 ( 如 果 原 来 是 有 限 集合 的 话 ) 而 不 改变 所 决定 的 子 转移 、 命 
题 3 说 明 ， 每 一 个 子 转移 可 以 由 可 数 个 由 有 限 元 素 构成 的 排除 系 
统 决定 ， 显 然 地 , 由 有 限 的 排除 系统 决定 的 子 转移 更 容易 掌握 , 因 
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面 也 就 简单 些 ， 这 导致 子 转移 或 (5%) 的 分 类 . 


$8.2 有限 型 子 转移 和 阶 数 


设 >2,，(S™, o) 同 上 . 

定义 1 设 4EL(S%)， 如 果 全 有 一 个 有 限 的 排除 系统 ， 则 
称 44 或 

Ua: -> 
是 有 限 型 的 ， 并 称 这 个 排除 系统 所 含有 限 序列 的 最 大 长 度 为 其 阶 
数 ， 所 有 排除 系统 阶 数 的 下 确 界 , 称 为 4 或 子 转移 

Oa: A-—>4 
的 阶 数 ， 阶 数 是 一 个 正 整数 . 

有 限 型 子 转移 与 非 有 限 型 子 转移 在 动力 性 状 上 可 以 大 相 径 
庭 。 比 较 起 来 , 前 者 要 简单 得 多 ， 也 得 到 较 系 统 的 研究 ， 有 着 完整 
的 结果 和 广泛 应 用 ， 有 限 型 子 转移 是 本 书 主要 讨论 对 象 ， 下 面 先 
给 出 有 限 型 子 转移 的 一 些 等 价 条 件 . 

命题 & 设 4EL(S™), 则 下 述 条 件 等 价 : 

i) 是 有 限 型 的 , 阶 数 为 六 > 

ii) 存在 S 上 长 度 为 六 >D 的 有 限 序列 集合 级 , 使 得 

A {EB Ya>0, (gs tner GE 

iii) 设 zz.gE 由 对 某 个 ?2 关 0 有 


Wi = i, 一 2， 人 十 本 nN—2 
定义 gE 8%, 使 
,fa Te 一 2 时; 
| 3 1>n 时 , WL>0, 
则 gE 


iv)》 对 任意 wa>>W -1 和 任意 8 上 有 限 序列 (ao，.…，a)， 甘 
woLdo …， wn-1] NA 6, 
Dstt A 
划 wv 0. 
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证 明 i 瀛 让 设 及 是 4 的 一 个 所 有 元 素 长 度 均 为 立 的 排除 
系统 (这 样 的 系统 显然 存在 )、 易 见 S 上 所 有 六 -序列 的 集合 与 多 
的 差 集 好 是 乡 ” 

和 ->》iii 易 见 ,对 每 -一 个 了 六 中 

Vi KN) = (Be iN) 
或 (gee IFN) = CY YtH-1), 
据 这 ， xE 4， 

ii 之 iy 设 zEw, 则 zEA, 且 有 

多 一 (Go ，… Un-1 Tn Cn#1 *''), 

同样 , 设 YE%, 则 yE 4, 县 
y= (Yo Yi" Wns TaNil Gn Yntl **), 
易 见 
Wi fis t=n—N+1i,.…, n—1 

即 “和 乡 有 连续 六 一 工 个 坐标 对 应 相等 , 据 iii 存在 和 EwN vA， 
即 


ww 们 4 汉人 涤 ， 
iy= 坊 1 设 乡 是 所 有 不 出 现在 4 内 的 雏 - 序 列 的 集合 ， 易 见 
cs. 
车 4 不 是 丸 阶 的 , 则 有 
Fs. 
这 蕴涵 存在 十 扩 序 列 
B= (wo … ch)， (n>N) 


使 召 出 现在 4s 内 , 但 不 出 现在 A 内， 显然， 能 出 现在 4s 内 的 
入 -序列 也 能 出 现在 4 内 ,胡可 设 (56… 64-9 出 现在 村 内 ， 因 此 
w=oLldo … wa- 可 NA. 


-又 记 4 一 AN4Eana-sd… con 

因为 (wa-x+z … Gn) 出 现在 1s 内 , 故 也 出 现在 4 内 ,因而 
Lil 

据 iv， BG#uNt=olgo … aa] NA. 


这 与 = (ce … cn) 不 出 现在 4 内 矛盾 ， 因 此 
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A=/1s 
即 业 是 六 阶 有 限 型 的 . 0 
设 AEL(S) 是 六 阶 有 限 型 的 ， 湾 足 命题 了 中 条 件 坟 的 
人 多, 叫 作 4 或 子 转移 04，A~>A 的 决定 系统 ， 每 一 个 有 限 型 子 转 
移 都 有 一 个 决定 系统 . 下 述 命 题 说 明 , 只 有 2 阶 有 限 型 子 转移 才 
是 本 质 芍 ， 
命题 5 任何 有 良 型 子 转移 都 与 -个 32 阶 有 限 型 子 转移 拓扑 
共 声 . 
证 明 设 AEL02) 为 入 之 2 阶 有 限 型 子 转移 ，.s 是 它 的 一 
个 排除 系统 ， 记 
光 ={B|1B| 一 人 入 且 存在 4E .94, 使 4~<B}. 
易 见 , 车 x%E Sw， 则 .x 中 每 一 个 元 素 都 不 能 出 现在 * 内 当 且 仅 当 
5 史 中 每 一 个 元 素 都 不 能 出 现在 * 内 ， 因 此 
A = is, 
令 
, Q-{B= (ho 2 by-1) | 存在 vd 使 B-<x}， 

即 息 是 SS 上 所 有 可 以 出 现在 二 内 的 六 -序列 的 集合 ， 把 这 样 的 
六 ~- 序列 视 为 新 的 符号 , Q@ 是 由 它们 构成 的 新 的 状态 空间 ， 因 页 得 
到 一 个 新 的 符号 空间 Q@**， 记 其 上 的 转移 自 映 射 为 o"， 记 乡 ' 是 
Q@ 上 满足 下 述 性 质 的 全 体 2- 序 列 《8B，B') 的 集合 存在 lj 所 < 
六 一 二 使 得 多 短 六 -5 其 中 

B=(borbas), B= (boDby-1), 

记 44'=Ag&EL(QH)， 定 义 

x A 

| + Fr> (BoB…), 
其 中 Bi= (2 titi Wiry-1)，VI 之 0， 易 见 ; 当 wE€A 时 ，Q@ 上 2- 
学 列 (B，Bii1) 不 属于 : 歼 ， 因 琵 
wd 
容易 验证 , 是 连续 的 ,一 对 一 的 ， 且 是 满 的 ， 因 而 是 同 及 的 ， 进 
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而 , 容易 看 出 
TO OT 
即 严 是 cy 和 cu 之 亲 和 多 一 个 拓 扩 其 辊 ,而 后 者 是 一 个 2 阶 有 限 型 
子 转移 . 口 
命题 5 是 一 个 非常 漂亮 而 又 重要 的 结果 ， 它 把 有 限 型 子 转移 
的 讨论 本 质地 归结 为 一 种 异常 简单 的 形式 ， 便 于 对 它 进 行 系统 研 
究 ， 有限 型 子 转移 的 讨论 留待 以 后 进行 ， 


$ 10 符号 动力 系统 的 应 用 


符号 动力 系统 有 广泛 应 用 ， 其 中 , 在 诸如 混沌 物理 学 , 编码 理 
论 , 自动 机 理论 和 算法 复杂 性 等 方面 的 应 用 超出 了 本 书 范围 , 我 们 
将 不 去 涉及 .有 兴趣 的 读者 可 和 参阅 有 关 文 献 ( 如 [7] 和 [12])， 本 
节 下 面 讨 论 符号 动力 系统 在 动力 系统 一 般 理论 研究 中 的 应 用 ， 包 
括 斯 梅 尔 马蹄 ， 转 移 不 安乐 和 拓扑 炉 映 射 的 连续 性 问题 ， 符号 动 
力 系统 还 有 男 一 方面 的 应 用 ， 那 就 是 它 是 一 个 绝 好 的 构造 反例 的 
工具 , 这 方面 的 讨论 将 在 本 书 第 6 章 进 行 . 


310.1 斯 梅 尔 马蹄 


在 符号 动力 系统 广泛 应 用 之 中 ， 最 富 思想 人 性 的 和 影响 最 为 深 
远 的 , 是 著名 的 斯 梅 尔 马蹄 ， 这 是 一 个 简单 的 数学 模型 , 是 斯 梅 尔 
在 研究 可 微分 自 同 凸 的 动力 性 状 时 于 1965 年 构造 出 来 的 ， 它 解 
释 和 澄清 了 某 些 带 根本 性 的 动力 系统 基本 问题 ， 在 动力 系统 研究 
中 起 了 所 大 的 推动 作用 ， 下 面 我 们 介绍 这 个 数学 模型 (参见 [23]， 
[421). 
在 欧 氏 平面 R? 中 取 一 个 单位 正方 形 
MIxI, 
定义 一 个 从 于 到 FF? 的 在 内 同 胚 映 射 
f. 形 RR? 
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如 下 ， 先 把 MY 沿 水 平方 向 线性 拉 长 &(>>2) 倍 ， 再 沿 重 直 方向 压 
缩 入 倍 ,得 到 一 个 入 单位 长 和 +/% 单 位 宽 的 长 方形 ; 再 把 这 个 长 方 
形 弯 成 马蹄 形状 放 在 开 上 , 见 图 10-1. 


已: 万 


7 一 一 一 天 一 C 一 一 Sy 一 了 
1 j | 1 一 。 一 = 一 PA a DE ee 
| | 和 (1 BP 
Ue a 
| ! . | = 一 而 0 
| i 人 | 
一 一 一 一 一 -一 2 sd 
< C1) NL NA 一 mn 中 
Re 
tiD | | 
图 10-1 


对 于 这 样 得 到 映射 访 下 面 将 证 明 , 型 有 -- 个 对 了 不 变 的 亲子 
集 41， 使 了 | | 与 (8S, G) 拓 扑 共 斩 ， 其 中 (5% 0) 是 2 个 符号 的 双 
边 符 号 动力 系统 ， 
MN FM)=00 U1Q®, 
其 中 9、 纺 是 亚 ee 再 记 
= 三 :Co8)， Pi=f°1(0Q). 
易 见 ,Po、P 是 让 内 部 各 直 平 行 不 相交 的 两 个 长 方形 , 
下 设 名 GE{10, 42}, YsE 之 ， 记 
了 Pa 一 Pen f 1(P) =f710.QNP,), 
一 + Nf G0) =f(P,,) NF?CP,), 
易 见 , 了 Pio 了 Piw 是 了 内 部 垂直 平行 不 相交 两 个 长 方形 , oQ、1.Q 
是 2Q 内 部 水 平平 行 不 相交 两 个 长 方形 ， 而 PP 


QONPin- (PD,) wm 

we eo :1 
则 是 相应 水 平 长 方形 与 地 直 长 方形 的 交集 ， 站 
它 是 一 个 正方 形 , 如 图 10-3 所 示 ., 加 


归纳 地 , 对 % > 二 记 图 10-2 
Pat = 上 “iP,), 
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天 十 二 
Lo 如 一 0 f'(Pi,)) 


其 中 Pso,， 了 ra 是 了 ae- 内 部 垂直 平行 不 相交 的 两 个 长 方 
形 ，o 昌 ，tew 轴 是 。eQ 内 部 水 平平 行 不 相交 的 两 个 长 方 


tm ON P= fA(Ps) 
如 是 相应 水 平 长 方形 与 垂直 长 方形 的 交集 , 是 一 个 正方 形 ， 
对 每 一 点 $= (… 区 和 )EB2 记 
Pun = Nf(Ps), 


-QP). 


容易 看 出 ，Piio 是 一 串 一 个 包含 一 个 宽度 趋 于 0 的 垂直 长 方形 
的 交集 ， 据 折 扑 学 中 的 员 尔 (了 及. L, Baire) 定理 和 上 述 构造 易于 
证 明 ， 它 是 包 食 在 所 有 相应 垂直 长 方形 Paw(vyn>0) 内 部 的 一 条 
垂直 线段 .同样 , .iQ 是 一 串 一 个 包含 一 个 高 度 趋 于 0 的 平行 
长 方形 的 交集 , 是 一 条 包 仿 在 所 有 相应 水 平 长 方形 ,oaQ(CYn>D) 
内 的 线段 而 _ 

站 MF) 


则 是 相应 水 平 线段 与 垂直 线段 相交 的 单 点 集 {2}、 易 见 
产 (2)E YsEZ 
记 好 的 子 集合 


pe -NN f—(P,,). 


这 个 式 子 明显 地 决定 了 一 个 从 5S” 到 二 的 瞎 射 
A. ST—> < 
下 面 我 们 证 明 , 是 寻 的 对 了 不 变 的 紧 致 子 集 和 是 一 对 一 
的 连续 屿 射 , 因而 是 同 胚 映射 ， 最 后 证 明 训 是 从 o 到 了 fa 的 拓扑 
共 罗 。 
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命题 1 _ 
4- 生 六 (af)， 
因而 是 对 了 不 变 的 紧 致 子 集 ， 
证 明 据 人 4 的 定义 ， 
A TM) 
荐 明显 的 . 
下 设 “E 站 六"(M). 因为 
MNfF(M)=00 UiQ, f-(MNM= PUP, 
故 
Er NP,,. 总 1 全 {0, 二 , 
容易 归纳 证 明 ， 存在 全 -Cn 于 1)y ”> Bl, 20， Se a E {0, ,使 
tE tanned 人 Nn Potns 
因此 , 存在 E83, 使 得 
vw a 但 | 
即 zE A. 
因为 帮 是 紧 致 的 , 据 青 洪 诺 夫 定理 ，4 也 是 紧 致 的 ，4 对 了 
不 变 是 明显 的 .证 毕 


命题 2 
h, Ss?—> 


是 在 上 的 同 是 映射. 

证 明 从 的 上 述 定义 易 见 ,h 是 一 对 一 的 , 县 

h(SE)= A., 

下 面 证 明 有 的 连续 性 . 

设 rzE4 令 2=C 家 E55 使 

JACI 
从 上 述 构 造 易 见 , 对 任意 n>0， 
moti NN Pi NA 

是 zz 的 一 个 驾 域 (注意 , 这 个 集合 在 4 内 王 开 又 质 )， 而 


?7 


(nt1) [Ent1) a $1 fo 人 2 dn ln 
如 是 SZ 内 包含 二 的 一 个 柱 形 。 易 见 , 后 者 的 于 象 刚好 就 是 前 者 ， 
这 就 证 明了 的 连续 性 ， 因 为 S* 和 4 都 是 紧 致 可 度量 的 ， 故 一 


一 连续 映射 产 是 它们 之 间 的 一 个 同 胚 映射 . 3 

命题 3 

h: Sz~> 
是 从 o 到 fl 的 拓 护 共 胃 , 即 
ho 一 站 | 公 . 

证 明 直接 验证 。 设 和 = 人 1 和 各) ES 

则 
ICP TO 

而 he (OO) =a N Pas 们 人 CD): 
田 一 方面 ， 


FI f(s ON Paie)) 
=f( FFP) )= 后 广 *-aCPu) 


= fT(P,,) ho 0d). 口 


上 面 完 成 了 了 有 一 个 子 系 统 与 2- 双 边 符号 动力 系统 拓扑 共 
入 的 证 明 ， 这 就 是 所 谓 的 斯 梅 尔 马 踢 模型 . 

斯 梅 尔 马蹄 模型 构造 可 以 作 种 种 改变 , 例如 , 可 以 沿 垂直 方向 
线性 拉 长 而 沿 水 平方 向 线性 压缩 ， 并 以 种 种 方式 弯 成 马蹄 形状 或 
类 马蹄 形状 放 回 到 原来 的 图 形 上 去 ， 进 而 , 拉 长 和 压缩 可 以 不 必 
是 线性 的 ， 形 成 种 种 曲 边 的 马蹄 模型 ， 等 等 ， 读 者 可 参阅 有 关 文 
献 , 我 们 这 里 不 再 讨论 下 去 . 


3 10.2 转移 不 变 集 


到 目前 为 止 , 转 称 自 上 映射 的 动力 性 状 大 体 上 已 经 清楚 了 ,它们 
是 很 基本 和 很 典型 的 .判断 一 个 一 般 系 统 是 否 具有 符号 动力 系统 
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i 


一 吗 - 


的 这 些 动 力 性 状 和 在 什么 条 件 具 有 这 些 动力 人 性状, 例如 , 拓扑 炉 在 
什么 条 件 下 大 于 0 和 在 什么 条 件 下 是 混沌 的 , 等 等 , 是 折 扑 动力 系 
统 全 究 的 一 个 重要 内 容 ， 通 过 拓扑 共 思 或 半 共 轿 拒 一 个 紧 雍 系统 
与 转移 自 跨 射 相 比 较 ， 是 拓扑 动力 系统 研究 中 的 一 个 重要 和 普遍 
使 用 的 方法 ， 其 有 广泛 而 重要 的 应 用 下 面 我 们 给 出 紧 致 系统 与 
转移 自 映 射 拓扑 共 郝 和 半 共 轿 的 充 要 条 件 ( 参 见 [43]). 
没 习 ， 力 为 紧 致 系统 ， 
定义 工 对 于 闭 于 集 4CX, 如 果 寺 对 了 不 变量 子 系统 
fla 一 > 
与 阶 转移 自 油 射 拓扑 共 恩 , 即 存在 在 上 同 胚 映 射 
fh /A—>SY, 
使 得 下 人 述 图 到 交换 


,A 4 


+ | 
| 


h 


vv 
RE a ST 


勤 hf |s=oh, 
则 本 岂 作 了 的 x( 守 2) 阶 转移 不 变 集 ， 
如 果 上 面 的 有 仅仅 是 在 上 连续 的 ， 则 称 4 是 了 的 一 个 大 阶 伪 
转移 不 变 集 ， 
我 们 先 引进 一 个 重要 引 理 , 其 证 明 从 略 . 
引 理 设 4 利 召 是 五 的 子 集合 , 则 
FANF-1B)) = fAINB. 
下 面 给 出 了 有 阶 转移 不 变 集 的 充 要 条 件 . 
命题 4 中 了 有 大 阶 转移 不 变 集 的 充 要 条 件 是 存在 两 两 不 相 
交 的 紧 致 子 集 
do …， 要 -i 叶 匡 ， 
满足 


天 一 于 
i) fl} 忆 L) 4 6—0, .., EF—1 


#8) 间 (fA) )<1. V(to di ') ESE, 


证 明 人 先 证 明 必要 性 ， 设 4CZ 是 了 的 一 个 和 险 转 殉 不 变 

集 , 即 存 在 在 上 的 同 是 上 映射 
h. 4 一 8zh 
使 得 
Afls=oh. 
记 B,=— {¢= (go K1 ES2ioo 一 从 ， 
Ai™ 1 (Bi). i¢=0, '"*, k—1 

是 然 , 0,41,，-…，Ax-1 是 人 4 的 两 两 不 相交 的 闭 子 集 ,上 且 

i) fd) =fh-1(B)=hio(B) =h i097:) 


-4 局 4 t=0, 
3) fA) = Of WB) {ho (Be) 
ho B,) h(i 7)), 
最 后 一 式 由 于 大 是 同 胜 映射 因而 是 单 点 集 ， 即 我 们 有 
#( 辐 7(44)) = Vio 抽 …) EN 


下 面 证 明 充 分 性 ， 先 证 明 , 对 任意 1>0 和 SS=10, 1,'"', 一 
1} 上 任意 序列 (io…4), 我 们 有 


(NF (A))= 4. () 
当 1=1 时 ， 显然 成 立 ， 设 上 式 对 7 已 成 立 ， 利 用 引 理 , 我 们 有 
fr ( FY fA)) -FF (AVN HA) ) 


“=f AN F(A, )) 
= f(A4,,) NN A,,, 4 


=/(F FA) NA)) 
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捅 归纳 法 , (*) 对 所 有 1>>0 已 成 立 ， 据 康 托 交 的 性 质 , 我 们 有 
f(A) #8, 
握 假 设 ,V(soi…) E Sm 
. f(A) 
是 单 点 集 、 下 而 把 这 个 单 点 集 与 它 所 全 的 点 等 同 起 来 . 


记 CO= AoU'*U Ay-y, 
县 A -站 RD) 及 cs fds). 


因为 CO 是 紧 致 的 , 每 一 个 了"O) 也 是 标致 的 , 据 吉 洪 诺 夫 定 理 ,，4 
也 是 紧 致 的 ， 显 然 
f(DCA, 
定义 映射 
h. A— 8S™, 
| 人 f(A) PP (dod), 
因为 46, …，4x-: 两 两 不 相交 , 易于 验证 是 一 一 的 。 下面 证 明 
是 连续 的 . 
任 取 xE 4， 讽 

RE) = (bob). 
对 任意 n>0, 考虑 柱 形 o[io il … 如 -可 ， 取 YE 疙 与 充分 接近 ， 
并 设 

yf (4d,), 


因而 

RV) (jo jo), 
因为 = Ss=0, 1,:…, n—1 
据 了 的 连续 性 且 考 韦 到 .4o,…，A4x.1 两 两 不 相交 , 可 设 

fF O)E A,, s=0, ''*, n—1 
即 y=(Asf nN A IN (Fh)). 


8] 


据 交 的 定义 ,显然 有 

hy) EoLio i bn1]. 
这 证 明 记 在 z 处 连续 ，zEA4 蚌 任意 的 ， 故 在 4 上 连续 ， 因 
4 和 8 均 是 紧 臻 罕 斯 多 夫 的 ， 玫 1 亦 连 续 ， 因 而 是 同 胜 映 


身 
还 须 证 明 
nf| 4=0h. 
设 
A fh) = {oe}, (od) EB 
即 有 
六 (9 Et -en s=0, 1 wes 


显然 门 广 :( 4) {ft2)}， 因此 
AR 和 (人 
= oh (4,)) = ho). 口 


显然 , 命题 4 中 条 件 是 了 有 天 阶 伪 转 移 不 变 集 的 充 要 条 件 . 

作为 命题 4 的 应 用 , 我 们 证 明 著 名 的 Bowen-kFrankg 定理 的 
定性 部 分 ， 这 个 定理 的 原始 证 胡 要 用 到 同调 沦 ( 见 [16]). 

命题 5 (Bowen-Franks) 设 gE0%I), 则 9 有 非 2 方 究 周 
期 萄 涵 enttg) >0， 

证 明 据 沙 尔 可 兴 斯 基 定 理 (87 的 命题 1), 存在 2>0， 使 四 
有 周期 38， 记 %=g"， 不 失 普 遍 性 , 可 设 存在 4E 7 使 


1 | Mate) =6<he) <hG), (gg 10 3) 
| 吕 . 
| Ko= [a, hla)l, Ks=[h(e), he(e)]., 
pe a ”我们 有 

图 10-3 RSR NROIONGU RS. 


显然 , 扩 ( 玉 0) 刁 KoU 攻 1， 又 存在 8E Ky 使 你 5)=(q)， 轨 此 ， 
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ACLD, 2 mIDO ea, hg)1 DH Ko 
pb, peg: OK, 
RSC[Lo, F208) OFKoU Kz, 
于 是 
REKoO NA TD, hom) OKoU KL. 
显然 ,o 丫 [8， ?06)] 一 地， 据 命 题 4， 加 有 2 阶 盆 转 移 不 变 集 ， 
据 $6 的 命题 9 和 8 8 的 命 古 了 , 我 们 有 
cnt(y) =ent(h entlo) =108 2>>0, 
行 所 $6 的 命题 6, 即 得 


enti yg- log 2>0. 口 
< 四 


下 而 作为 马蹄 思想 和 命题 4 的 应 用 ， 我 们 讨论 线段 自 映 射 的 
后 盾 蚁 的 一 个 问题 ， | 

设 JECG GD 如果 存 在 工 药 一 个 有 限 分 割 

Le Pe 民 ]， 

使 得 了 在 [0，@]，fea， az],，…，[ex， 4] 上 都 是 线性 的 , 则 说 了 是 
分 段 线性 的 ， 

一 个 分 段 线性 线段 自 映 射 , 除了 拐点 之 外 都 有 确定 的 斜率 , 如 
困 一 个 分 段 线性 线段 自 映 射 每 一 点 的 斜率 的 绝对 值 是 一 个 常数 
(在 抛 点 处 左 和 右 斜 率 的 绝对 值 相同 )， 就 说 这 个 分 段 线性 线段 自 
映射 有 常 和 斜率 . 

我 们 需要 下 述 结果 ,但 略 去 证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [25]1， 

命题 6 设 fE0O(D 分 段 线性 ,具有 常 儿 率 入 >>0, 则 

0, 当 0<A 委 工时 ; 
et(CD=| 
log %, 当 和 % 关 芋 时 . 
下 而 我 们 构造 -~ 类 特殊 的 分 段 线 性 线段 自 映射 
任 玉 内 点 4E 7 有 量 到 20, 使 
Vla, se)=(g0—e, gre)CL, 
定义 了 EC 使 得 
83 


水 当 re [0, %—el 时 ; 
26—8 
时 ; 


0, 当 2 一 3 


f(r) = % 当 w=6& 时 ; 


EE 3 0; 


| 2 3 wE [s+ 11 时 ; 


8s-s 入, [各] [5 于 和 本 [2 


a+s| 上 分 别 是 由 了 在 两 个 端点 上 的 值 决定 的 线性 函数 (如 图 


f(V la, e))=I. 
wl 为 了 方便 起 见 ， 我 们 称 这 个 在 (6，s) 上 有 
10-4 拟 马蹄 构造 . 
下 设 妨 >0， 任 取 了 的 分 割 
0<ai< <wvc< 


7 10-4 所 示 ). 
je”! 易 网 
a 


并 设 8。 盖 0 使 
V lm, ecT, 了 一 
且 V(g, 8) NV (Cay, 8) (2, 0<ic<jeN 
设 记 ECeC) 在 矿 (as 6) 上 有 拟 马 蹄 构造 ,$5 一 1，…，， 害 
义 JEO"(T), 合 得 
fz), 当 wE€ V (a, 8) 时 , %=1, a MN; 
Se 当 z 竺 [Jr(eu 9 时 
易 见 ， 
f(V (as ©) SV (e, ©). jl 


据 命题 4, 了 有 和 阶 伪 转移 不 变 集 , 因而 
ent(f)>10g N., 
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我 们 称 这 样 的 FE CT) “有 六 型 拟 马 蹄 构造 
命题 了 设 了 >0， 则 存在 JE CC), 使 
ent(f}=T, 
证 明 先 设 0< 人 TT<oo. 构造 了 EC%ID) 如 下 ; 取 工 的 有 限 分 逢 
0=0O0<0 < "<AOnR1 
使 得 
Ca 一 Co 一 Oo 一 0 一 … 一 Cn 一 Cn 1=10-7, 1—On<10-7. 
定义 映射 
六 {Co， “ys Co > 1, 
使 
= 0， 当 w= Os HH, 0 2m, 
7(0) =| ; 
; 当 &= Ogitl 时 ,0 天 鄙 士 II< 7 
令 f 工 -> 了 是 和 到 工 上 的 连续 扩充 , 满足 下 述 条 件 ， 
1) 如 果 Ow 过 1, 则 


2 当 m 是 偶数 时 ， 
FD 
1 一 一 8， 。 当 mm 是 奇数 时 ; 
i1) 了 在 每 一 个 [Ci Ci 和 [Lu 1] 上 是 了 在 两 个 端点 上 的 
值 决定 的 线性 函数 , 呈 一 0，1，…， 取 一 十 . 
易 见 , f 是 完全 确定 和 连续 的 , 且 和 斜率 =10”， 据 命题 6, 得 
ent(f)=10g107=T, 
下 设 卫 = 十 co. 取 工 的 一 个 元 限 分 着 
0=O0<0O< On I, 
在 线段 [Ci, CC 上 构造 瑚 使 具有 十 1 型 拟 马 蹄 构造 ， Ww 
0， 定 义 
站 I->71, 
使 每 一 个 [COC', Cai 对 了 不 变 ， 且 
flicsenn=fi. Ve>0 
从 fi 的 定义 易 见 ,了 是 连续 的 , 即 fEO*I)， 又 ,显然 


ent( f)>ent(f,)>1log(s+t+1), YiD 
因此 


ent{f)= 十 coo. 
存在 fEC(D, 使 
ent(f)=0 
是 明显 的 .命题 证 毕 . 
以 上 关于 线 妖 自 映 射 的 结果 很 容易 推广 到 加 周 自 喘 射 上 去 ， 
这 里 不 作 讨 论 ，$ 10.8 将 把 这 些 - - 维 动力 系统 的 结果 推广 到 高 维 
情形 , 讨论 关于 拓扑 焕 的 另 一 个 重要 问题 , 即 拓 扣 烂 映 射 的 连续 住 
问题 . . 


s$ 10.3 拓扑 炳 映射 的 连续 性 
设 ( 立 ，g@) 为 标致 度量 空间 在 81 中 我 们 曾 在 衬 上 全 体 连 


续 自 映射 的 集合 C?( 开 ) 上 引进 了 一 个 度量 
plf, 9) —sup {d(f (er), g(2))}, vf .gE OR) 


并 称 由 p 诱 导 的 C*CX) 的 拓扑 为 O°"- 抵 扑 或 一 致 收敛 拓扑 、 在 这 
个 拓扑 下 ，0O*( 斑 ) 是 完备 的 ， 即 0*( 于 ) 上 每 一 个 柯 西 序列 在 
C%( 民 ) 内 有 极限 点 . 

下 面 我 们 讨论 -- 个 与 以 前 性 质 不 大 相同 的 问题 ， 即 对 给 定 的 
一 个 紧 致 系统 (及 , 力 或 了 E C0( 王 )， 太 作为 完备 度量 空间 C?( 生 ) 
中 的 一 个 点 , 当 它 受到 微小 扰动 时 , 它 的 动力 性 状 如 何 改变 这 样 一 
个 问题 ， 其 中 特别 重要 的 是 , 拓扑 焙 通 数 或 映射 的 连续 性 问题 . 

对 每 一 个 fEO*%《 革 )， 它 的 拓扑 炳 ent 用 是 一 个 非 负 实数 
因此 有 如 下 函数 ， 

ent， O°( 玉 ) -> RR+, 
其 中 下 = 了 0， oo) U {co}，ent 思 作 “CC 瑟 ) 下 的 拓扑 炳 函数 或 拓 
扑 病 映射 ， 一 个 自然 的 问题 是 : 拓扑 炉 映 射 是 连续 的 吗 ?作为 符号 
动力 系统 的 应 用 , 下面 将 对 这 个 问题 作 比 较 系 统 的 讨论 、 但 是 , 这 
里 对 底 空间 万 作 一 点 限制 , 即 设 于 是 有 限 维 紧 致 流 形 (更 广泛 的 
86 


情形 可 参见 [389] ). 
下 面 除非 另 有 声明 , 恒 设 对 = MM" 为 n 维 紧 臻 流 形 (nn 守 1). 先 
引进 一 些 符号 和 和 术语， 
. 设 =EE" 和 ?>o0, 并 设 为 R* 上 的 通常 度量 ， 记 
B(x, 7)={yER*|dr, y) ET}, 
Br(r, 7) = {yE R"' Go y)<r} 
条! SiCg, 7) ~ {yE Ray, y) 一 二 
当 了 = 工时 ,7 将 被 略 去 ， 同 样 , 汝 xz 为 民 * 的 原点 时 ,x 亦 被 略 去 . 
引 理 1 设 


h. Br* -> 五? 
连续 , 旦 及 29-1=ig, 即 丸 限制 在 Br 的 边界 上 是 恒 同 ， 则 
h(B") 一 万"， 


即 交 是 满 映 射 . 

这 是 代数 拓扑 中 相当 于 布 劳 韦 尔 (. EE. J Brouwer) 不 动 点 
定理 的 一 个 结果 (参见 [2] 和 [6]). 

引 理 多 集合 

{fEOCMD) PN + OD} 
在 CE 人 中 处 处 向 密 . 

这 是 C"- 封 闭 引 理 的 一 个 简单 推论 ， 所 请 C%- 封 闭 引 理 是 说 ， 
任 给 fE CC 和 wwE82C 有 ， 则 对 了 在 0O%XM*) 中 的 任意 邻 域 
入 ( 记 , 存 在 9EN(f 有 ), 使 得 > 是 9 的 周期 点 ， 如 引用 一 些 代数 拓 
扑 的 基本 知识 , C"- 封 闲 引 理 是 很 容易 证 明 的 , 这 里 从 赂 ， 

引 理 3 设 0 二 mx<ya<yra<rm<zd 并 设 连续 映射 

h; B"(72a) 一 B" 
使得 Cgei(r)) CB" Br(r), AKCSoi(re))C 加 (ra) 
和 连续 映射 S11] Sn-1(p2) —> B"— Br(rs) 
有 一 个 连续 扩充 
G. Br— Br(rs) —> B"— Br(y1), 
这 里 g1S" ?=id, giS"-1(r2) =hlS"1(r2), 
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则 ACB*(ra) — Br(ra)) OB"(r) — Br(rs), 
证 明 定义 连续 映射 
I. B* 一 > B', 
pz)， 当 wE Br (ro) — Br(rs) 时 ; 
使 得 Co) -| th(g)， 当 w=i, 9ES" ra), GE 
[Gln)， 当 wEB*— Br"(r,) 时 , 
如 图 10-5 所 示 ， 
, 显然 ， 
TAS re)) fIS"-1-G|S"-1=id, 
3 据 引 理 汪 


f(B") =B". 
由 上 述 定 义 , 易 见 
f (Br (rs)) CC Br(rs), 
flB"— B"(r2))CB" ~ Br(ri). 
Bra)— Brs)) =h(B" (rs) — Br(rs)) 
SB"(r) — Br(ns). 口 


图 10-5 


因此 


下 设 太 >d rEI 和 


A B"(7y) -> B" 
连续 ， 


定义 2 如 果 
i) 存在 7>>ro>4>… 之 rwt1>0, 使 得 
B"—B"(r), 当 0&iEN, i=0(mod 2 时 ， 
WO coD)c1 Br(ryrs)) 当 0&i<N, t=1(mod 2) 时 ; 
ii) 当 j==0(mod 2), 0<seN 时 , 映射 
hs: S" TUS (nr) ~> B"— Br(r) 
有 连续 扩充 Hi B"*— Br(r,) -> B"— B"(r), 
其 中 hlS"T=id, hi|S"-(n) =h)IS"-1(r,), OsuN 
这 时 , 称 六 具有 六 型 所 马蹄 结构 ”， 或 及 是 5 型 拟 马 中 有 映射” 
记 从 B"(r) 到 B* 的 全 体 连续 喘 射 的 集合 为 CCBn(r)，Bn)， 
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可 以 类 似 CO"( 和 ) 的 情况 ， 在 0%(B"(7)，B") 上 引进 度量 ， 并 同样 
称 所 诱导 的 拓扑 为 C%_ 拓 扑 或 一 致 收敛 拓扑 . 

引 理 和 4 A 型 拟 马蹄 结 构 在 C%- 小 扰动 下 保持 不 变 . 

证 明 ”从 定义 2 可 以 看 出 ，W 型 拟 马 蹄 映射 有 在 0?- 小 扰动 
下 1 和 二 均 保持 不 变 . 口 

引 理 5 设 E Co(Be(r)，Bo) 为 娘 型 拟 马 踢 瞻 射 ， 则 B"(7) 
有 不 相交 闭 于 集 4o …，4w yb 使 得 

MA 4 je 


证 明 据 引 理 2, 我 们 有 
hCBr(r) — Bn)) OB"(r) ~ Br"(ryr), =0, ,NN—1i 
据 定 义 2, 不 难看 出 , 存在 闭 子 集 
ACBr"(r)— Br(ris), 


使 得 
h(Ai) = B"(r) — Br(rnsa). i=0, .…, N—1 
显然 ， Ao, | Ax-1 两 两 不 相交 , 且 
AD EU A. j=0, .NW_1 口 
下 面 设 fEO*MUM") 和 >>0. 


定义 3 如 果 存 在 点 w€ 型 " 和 的 邻 域 V(z) 以 及 局 部 坐标 
同 豚 映射 
四， Vl(%) -> Bs”, 
满足 
i) 存在 >0 和 +& (0, 1], 使 得 
f° V(r)) EV (%), 
其 中 Jr(o) 一 由 (Bon(r))i 
计 ) 映射 
wf Br(r)~>B" 
具有 入 * 型 拟 马 蹄 结构 ， 


这 时 , 我 们 称 了 是 六 型 拟 马蹄 映射 , 或 了 有 六 型 氢 马 蹄 结构 ， 


亚 (o 一 -一 一 一 六 (z) 
wl a 
Dn 
用 3 (2M") 吉 示 Ci 人 中 人 全体 六 型 拟 马蹄 映射 的 集合 , YN 
>0. 
引 理 6 设 JEO0CQf") ， 又 设 26E Mn 旦 对 8>5>0 有 
FOOD)CFCD)，e)， 
则 对 任意 0<8o 生 5 可 定义 9gEC0C 使 得 
ga 一 了 (0 一 了 (3)， 
9 | Fy: Vp, So0)~—> V (FCP), 8) 
为 在 内 周 胚 映射 ,还 有 ， 
yV Pp, CVF PD), 8). 
证 明 ”因为 广 o，8) 同 上 是 子 8*， 故 是 一 个 襄 剖 空间 ， 利用 实 
体 球 的 可 缩 性 质 和 绝对 同 伦 扩充 性 质 , 这 样 欧 9 是 可 以 定义 的 . 这 
里 略 去 证 明细 节 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [3 二 和 [39]. 
命题 8 0O%( 必 "是 CACM") 的 处 处 稠密 开 子 集 . 
证 明 ” 据 引 理 4 很 容 蜂 看 出 (8 (用人 在 CC ) 中 是 开 的 ， 
下 面 证 明 它 处 处 稠密 . 
设 s>0 和 EC"(MN")， 据 引 理 2， 不 妨 设 呈 ( 力 姑 刀 ， 设 
{Pp 了 (Pp),，…，f*1(p)} 是 了 的 一 个 周期 轨道 ， h>1。 取 E> 
gx 之 … 之 80>>0, 使 > 
FVCOF Cp), sO ICVCOFE Gp), er, d=0, 一 
利用 引 理 6 证 明 中 使 用 的 方法 ， 对 so> 六 >Ba>> 路 可 以 定义 及 
O*CM"), 使 得 
DD FlM"—V(p, 80) =id; 
ii) 广 | 产 rr: 上 (pp，5) -一斑 (p， 38) 具有 AN 型 拟 马 蹄 结构 ; 
iii)》 fi(p)=p, Ef (Pp, 80))EV Cp, 0). 
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昂 风 有 EN s), 其 中 (id 旨 是 伍 同 映射 刘 在 CE 中 的 
# -球形 邻 域 . 

据 引 理 6, 可 以 定义 PE 0%CAM*), 满足 

1) fo [VCOFp), er 是 从 VOD), 6 Rh ed) 
的 在 内 同 用 映 射 , 县 户 (7 -Pit10DD d=0, ,ho—l; 

2) fo|M" 一 a a) = 了 IM"— UU V (fi(p), 8&2), 


易 见 , JaE N(Ff, 8), i 
2 
显然 有 gEN(f， 6 容易 从 上 述 构造 中 看 出 ,98 及 型 拟 马 蹄 构 
造 ， 证 毕 . 
命题 9 六 fFECLCM", 则 
ent. f})>log N. vyN>0 
证 明 设 1ECX(N*， 据 定义 3, 存在 x€ AM" 和 和 坐标 映射 
由: V(x) 一 BD", 
使 
bit Br)—> B" 
具有 和 N* 型 拟 马 蹄 结构 , 其 中 


f° (Vr) EV). "rE (0, 1] 
据 引 理 5, 在 在 B"{7) 的 两 两 不 相交 团子 集 46，…, 4xr-1 使 得 
W142 U A;. j=0, .…, N*—1] 


易 见 由 玫 40),…， 六 人 A4r1) 是 iz) 的 两 两 不 相交 闭 于 集 ， 
自 


F(A)E UD V4. j=0, 1 Nh 
据 命题 4， 产 有 1* 阶 伪 转 移 不 变 集 , 故 
ent( 户 一 天 emtf f°) > log N*=logN, 口 


命题 10 拓扑 炉 映 射 
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ent. OCM'") ~> R+ 
是 在 上 的 , 即 ent(O°CM*))= 民 + 
证 明 设 汪 >0。 在 "中 任 到 简单 闭 弧 08，a8 可 视 为 线 
段 ， 据 命题 ?， 存 在 子 E Coa5), 使 
ont(f)=T, 
因为 下 " 是 正规 空间 , 据 小 etze 扩充 引 理 中 存在 f 到 民 * 上 的 连 
续 扩 充 


f. Mr>adcCM". 
总 然 ，entf 了) :- ent( 方 一下， 口 
命题 11 集合 
{fEO CM") |ent(f)>0} YO>0 


包含 CO?CM) 中 一 个 处 处 向 密 的 开 子 集 . 
这 个 结果 是 命题 8 和 命题 9 的 直接 推论 , 
命题 12 集合 
{fEOIAM?)| 7 在 李 - 约 克 意 义 下 混沌 } 
是 CC 人) 的 一 个 处 处 箱 密 的 子 集 . 
证 明 设 fEC*M*)， 据 引 理 2, 可 设 
{p, FCP), , fp)} 
是 了 的 一 个 6- 周期 轨道 ,x 产 1,， 
设 8>>0， 取 2 之 a 之 :之 50>0, 使 . 
FVOFAD, ECV FTP Er), b=0, ,bh—1 
在 矿 (2， a0) 内 任 取 简单 弧 26; 定义 EONMH)) 使 
i》 户 (2eD)C2a 有 上 且 六 | 公有 六 型 氢 马 蹄 结构 ， 六 > 二 5《 殉 
§ 10.2); 
这 ) f|M"~V(p, e0) =id, 
易 见 人 ENCid, ,其 中 id 是 OCM*) 和 异同 映射 
定义 fzE QO), 使 得 
了) fo ze 了 DFG) 二 了 1(p)fit(w) 是 同 胚 映射 ， 
使 (0)) 一 四 ff Cp)) = tp), $=0, 一直 
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2) fo| MY*— Hr Po 一 rr， 80) . 


易 见 PENGP ai 
g= fofi, 
不 难看 出 ,有 gENW(f，s)， 由 上 述 构造 可 以 看 出 ， 
F PHI TPG 
县 we gee) 
gm: pe pa 
及 型 拟 马 蹄 结构 ， 据 命题 9, 我 们 有 
ent{n) 一 ent(g*) 尖 地 ent(g*! tm) > 工 log N>0, 


据 87.2 的 命题 3 9 在 QC9) 上 混沌 ， 这 就 完成 了 命题 12 的 证 明 ， 
命题 18 设 fEOM"), 则 当 ent( 放 <-+oo 时 ,ent 在 了 处 
不 连续 . 
这 个 结果 虽然 是 命题 8 和 命题 9 的 直接 推论 , 
命题 14 集合 
{fE CN")|ent 在 了 处 连续 } 
和 
{FE CM") ent(f) ~o0} 
都 是 °CJ4") 中 的 贝尔 (RL。Balre) 剩 余 集 ， 即 它们 都 包含 一 个 
可 数 个 处 处 秽 密 开 集 的 交集 
证 明 ” 据 命题 13, 易 见 
{FEC'CM")|ent(f) = 十 co} {了 EO%M") 1ent 在 了 处 连续 } 
> 0 Mm"), 


据 命题 8, 每 一 个 O04CM") 都 在 0%C21") 中 并 , 且 处 处 稠密 ， 口 
作为 本 节 结束 , 我 们 介绍 动力 系统 理论 中 的 一 个 重要 概念 , 妈 
“ 通 有 性 ” 
定义 在 一 个 拓扑 空间 上 的 性 质 了 ,如果 使 这 个 性 质 了 成 立 的 
点 的 入 合 是 这 个 拓扑 空间 的 一 个 贝尔 剩余 集 , 则 我 们 把 性 质 了 说 
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成 是 通 有 的 . 
命题 14 即 是 说 , 在 O"CM") 中 使 ent 取 无 穷 大 和 使 ent 在 该 
处 连续 药性 质 都 是 通 有 的 ， 可 以 证 明 , CO?"CM") 中 一 个 贝尔 剩余 集 
的 补 集 也 可 以 是 到 处 称 密 的 ， 但 不 可 能 也 是 贝尔 剩余 集 ， 通 有 性 
或 贝尔 剩余 集 是 一 个 比 处 处 稠密 竹 更 占 优 势 的 概念 . 
动力 系统 中 -个 著名 的 问题 是 拓扑 滴 猜测 ; 解释 于 下 . 
给 定 JE CCN"), 了 作为 自 映射 
£. "> NM, 
诱导 了 YH" 的 下 同调 群 的 一 个 同 态 ; 
f.: HM", 2)—>H.(M", 2), 
其 中 
HM Z) = > Hi(M*, 2), 


(Mr"， 8) 是 MM"* 的 5 维 整 系数 下 调和 群 ,2 = … NA{ 可 设 7 守 4). 
放 是 一 个 线性 算 子 (nx1) x (m+1) 阶 整数 方 阵 )， 记 它 的 特征 值 
最 大 模 为 p、 所 谓 拓 扑 炉 猜 测 , 是 指 
ent( f) >log po. 

命题 14 的 一 个 简单 推论 是 

命题 8 在 CM') 中 使 拓扑 人 猜 测 成 立 的 了 的 集合 ， 包 含 
一 个 处 处 稠密 开 集 . 

关于 符号 动力 系统 在 动力 系统 理论 中 的 应 用 ， 我 们 就 讨论 到 
这 里 , 符号 动力 系统 的 另 一 项 重要 应 用 一 一 构造 反例 ， 留 待 第 6 
章 中 去 讨论 . 
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第 4 章 
有 限 型 子 转移 与 非 负 方 阵 


有 限 型 子 转移 是 符 叶 动力 系统 中 被 研究 得 比较 全 面 彻底 ， 成 
果 也 比较 丰富 的 部 分 ， 它 也 是 本 书 的 主要 内 容 .， 有 限 型 子 转移 可 
以 活 定 一 个 0 二 方 阵 . 皮 过 来 ， 一 个 0,1- 方 阵 也 可 以 决定 一 个 
有 限 型 子 转移 ， 而 且 , 在 一 定 的 条 件 下 ,这 种 关系 是 一 一 的 . 因 
此 , 0, 1- 方 阵 是 研究 有 限 型 子 转移 的 主要 工具 .本章 介 绍 非 负 方 
阵 的 概念 和 某 本 性 质 ， 为 用 0, 1- 方 隆 讨 论 有 限 型 子 软 移 提供 基 
础 。 腿 型 子 转 移 的 动力 性 状 留待 下 一 章 讨论 . 


S81ll 非 负 方 泗 


$11.1 不 可 约 性 与 非 周期 性 

设 j>2， 并 记 实 数 域 上 全 体 Ex 丰 方 阵 的 集合 为 Mn， 设 
和 = (089)3 1 B= (P51E M;. 

先 引 进 下 述 术语 和 记号， 

如 果 air 关 0 0<i jb 就 说 和 丰 是 非 负 的 . 

如 果 gy 这 byw, 0<i 7 之 加 则 记 4 二 8; 

如 此 上 4 之 B, 但 4#B, 则 记 4> 吾 ; 

如 果 >by，0<&6 j 达 各 则 记 A 守 B, A"~ (7), Yn>0， 

如 有 果 4 六 00E Hz 称 丰 是 全 正 的， 

事实 上 MH 是 x 维 殉 氏 空 间 , 可 以 在 其 上 定义 模 ， 但 不 唯 
一 。 例如, 可 以 定义 

14i= 到 | az| . 


我 们 需要 下 述 命题 ， 它 是 蔷 名 的 所 隆 (0 Perron)- 弗 罗 贝 尼 
乌 斯 (让 . GG、 Frobenius) 定 理 的 一 部 分 。 
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命题 1 设 4=(qw) 是 xx 丰 非 负 方 阵 ,到 

1) A 有 一 个 非 负 特征 值 , 记 作 p( 4), 筷 无 特征 根 的 模 大 于 
p(4)，pf4) 称 作 妈 的 谱 半径 ; 

iiy 对 Ma 上 任意 定义 的 模 14, 我 们 有 

p(A) =lim lA", 

证 明 参 见 [51 和 [31, 

设 4= (oj) 是 天 x 天 非 负 方 阵 ， 

定义 1 如 果 对 任意 固定 0< 人 和 )< 有 存在 mn>0 使 得 68 > 
0, 则 说 4 是 不 可 约 的 ， 

如 果 存 在 n>0, 使 得 


&9 >0, YD< 2 1<F 
或 等 价 地 ， 4" 为 0， 
则 说 4 是 非 周期 的 . 
显然 ， 
非 周期 性 沪 不 可 约 性 , 
但 反之 不 然 . 
记 加 为 了 L; 的 单位 方 阵 。 而 对 Osi, j< 色 记 
1 
1 
0 :和 … 1 间 $ 得 
工 
Ej 一 
1 
1 0 
1 
于 


第 } 


36 


其 中 空白 之 处 均 为 0， 加 5 是 把 召 的 第 宇 行 与 第 ) 行 对 调 或 者 把 
第 宇 列 与 第 9 列 对 调 的 结果 ， 易 匈 
EE,=E. 
即 每 一 个 这 样 的 方 阵 都 是 它 自己 的 北方 阵 . 
又 ;入 EM 则 吾 yAE, 是 一 类 特殊 的 相似 变换 ,把 和 4 的 第 % 
行 与 第 了 行 对 调 , 再 把 第 纪 列 与 第 j 列 对 调 的 结果 ， 
定义 设 TE Msp， 如 果 了 是 有 限 个 形 如 也; 的 方 阵 的 乘 
积 , 则 称 了 是 初等 方 阵 ， 用 初等 方 阵 作 相似 变换 , 叫 作 初等 变换 ， 
非 负 方 阵 的 不 可 约 性 与 非 周 期 性 在 符号 动力 系统 中 具有 重要 
应 用 .下 述 命题 是 重要 的 . 
命题 名 设 4=(cocax 是 非 负 的 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
i) 和 不 可 约 ， 
ii) 4 在 初等 变换 下 不 能 变 成 
BB 0 
(c 7) 
形状 , 其 中 如 和 DD 是 方 泛 ; 
iii) 五 + A 是 非 周 期 的 . 
证 明 ii 一 这 用 反 证 法 . 设 了 是 初等 方 阵 , 使 得 
| B00 
TAT (ee 让 
因为 初等 变换 只 是 有 限 次 地 把 4 的 不 同行 对 调和 相应 列 对 调 ， 因 
此 ,存在 01 mm 过 名 使 mw 二 0 是 : 
B 0 
ee 
中 方 阵 0 的 元 素 ， 对 任意 mn0, 显然 加 
,,, /B" 0 
站 -(c | 
中 方 阵 0 的 元 素 ， 因 此 wi%*=0， 这 说 明和 妃 不 是 不 可 约 的 ， 于 盾 .， 
1 -这 获 证 . 
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ii = 我 们 证 明 
(+ A)*-1>0, 


Wo 
设 y-| : |<0 
HI 


是 非 负 向 量 ， 记 


yo \ go 
(BFH4JB= (BF4i : |- -= 
Zk—l 


. Yk—1 
因为 4 宕 0, 易 见 
yt0 > curd. VO<i<h 

下 面 在 这 的 假设 条 件 下 证 明 ， 对 任意 非 负 实 向 归 2， 下 述 两 
种 情况 之 一 成 立 ， 

4) 2 为 严格 正 向 量 ， 

b) z 中 泽 标 为 0 的 分 量 个 数 严格 少 于 2 中 坐标 为 0 的 个 数 . 

设 上 述 断 言 不 成 立 ， 即 存在 Wy 到 0, 使 得 (加 4 =z 中 坐标 
分 量 为 0 的 个 数 与 & 中 华 标 分 量 为 0 的 个 数 相等 。 易 见 ， 存在 初 
等 方 阵 2 使 方程 组 


(Et+A)=~y=z 
. 0 0 
与 (B+ AT )-( ) 
ky 也 v 
等 价 , 其 中 >0., 有 全 站 为 严格 囊 向 量 ， 日 维 数 相同. 记 
ee A 
TAT Le 4 
于 是 有 
0 4o Ao 0 0 
(el 4 (wo)-(o) 
0-+- A =0, 
| Ut Au = 9. 
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力 到 > 故 4o=0， 这 与 这 了 矛 香 ， 上 述 断 言 获 证 ， 显 然 , 对 任 
意向 量 2 关 由 
(E--A)'!y 
荐 全 下 向 量 , 即 
(E+A)*!>0. 
ii -yi 设 %>0, 使 
(E+A)’>0. 
按 和 牛顿 二 项 式 展 开 , 上 式 左 端 乘 以 44, 得 
.an+i 二 Oo 二 ld 十 六 0. 
其 中 纺 为 牛顿 二 项 式 系数 ,0<1<n， 最 然 , 对 0<%，j<h 有 
et ONTgD + + Oia is)0, 
因此 ,49+9，…，Qi; 中 至 少 有 一 项 不 为 0, 即 种 为 不 可 约 方 阵 ， 口 
美 于 非 负 方 阵 的 标准 型 , 我 们 有 
命题 3 设 女 =(gw)E Ms 是非 负 方 阵 , 且 每 一 行 和 每 一列 元 
素 均 不 全 为 0. 则 4 在 初等 变换 下 有 如 下 的 下 三 角形 的 标准 型 ， 


| 
0 
: , 0 
0 .., 0 A 由 
| A 人 AR 4 


| i A A A 
其 中 
Bi 二 b= E>0, A; 为 不 可 约 非 负 方 降 ;, 一 I，…*, 8 
tr ， 礁 6 中 至 少 有 一 个 不 是 日 姑 阵 , ?一 7 十 1，…， 8. 
证 明 如 晶 奶 不 可 约 , 则 人 = 4 太一 有， 下 设 4 可 约 ， 据 
命 古 2 凡 可 在 初等 变换 下 变 成 如 下 形状 


(ec 中 
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若 召 和 万 均 不 可 纲 , 证明 完成 ; 车 召 和 了 如 中 仍 有 可 约 方 阵 , 例如 
召 可 约 , 则 上 面 的 方 阵 在 初等 变换 下 又 可 变 成 


EK 0 
C D 


这 个 过 程 可 以 一 直 持 续 下 去 , 直到 征 在 初等 变换 下 变 成 如 下 的 下 
三 角 码 


FE: 
» 0 
AD 
4 
为 止 , 其 中 在, 为 相应 阶 非 负 不 可 约 方 阵 (i 一 1， 2, …, s)， 命题 
的 其 余部 分 显然 可 在 初等 变换 下 完成 . 器 


下 面 设 召 .C 均 为 及 x 厅 非 负 方 阵 ,我 们 还 有 下 述 简单 命题 . 

命题 和 切 如 不 可 约 ( 非 周期 ) 岂可 亦 然 ， 其 中 B? 表示 如 
的 转 置 ; 

订 ) 如 不 可 约 ( 非 周 期 ) 沪 如 -+C 亦 然 . 

从 定义 出 发 即 可 直接 验证 ,这 里 从 赂 , 


311.2 非 负 方 阵 的 有 向 图 


在 非 负 方 阵 的 传统 理论 中 ， 每 一 个 Xx 厂 非 负 方 阵 44= (4,) 
都 对 应 一 个 有 宙 图 , 它 的 顶点 的 个 数 与 非 负 方 阵 的 阶 数 相同 , 即 为 
态 记 为 
Po, Pi, …, Pi 
而 从 了 ;到 忆 有 一 个 有 同 红 ,如 果 op 天 0 5 了 一 0 一 
[L 例 1] 设 
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0010 1 0 10 
0 0 11 0001 
B00.0 Cio 1 0 ol 
1 100 1 001 
刚 对 应 验 . 哺 和 CC 的 有 问 图 依次 为 
P,P 吃 
NS NDS | i ni 
上 
了 -~P, eal Po 


利用 韭 负 方 阵 的 有 向 图 , 很 容易 给 出 不 可 约 的 判断 : 非 负 方 阵 
不 可 的， 当 且 仅 当 在 相 联 系 的 有 疝 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 有 有 有 向 
路 径 相 联接 (这 个 性 质 叫 作 “ 有 向 图 的 强 连 通 性 ”). 

例 姐 ,在 上 面 的 例子 中 ， 易 于 君 出 4 和 (人 是 不 可 约 的 , 但 吾 
不 是 、 在 召 所 联系 的 有 向 图 中 , 没有 从 项 点 2 通 向 Pi 的 有 向 路 
径 . 

但 是 , 这 样 定 义 的 有 向 图 , 用 来 判别 非 周 期 性 就 不 很 简单 ， 作 
者 在 186] 中 曾 对 非 负 方 阵 引 进 了 一 个 新 的 有 区 图 ， 它 的 顶点 不 是 
固定 的 , 而 且 它 可 以 在 非 负 方 阵 上 直接 实现 。 

定义 8 设 委 =(gis)EMH; 是 非 负 方 阵 ”在 及 上 定义 一 个 有 
疝 男 Gd) 加 下 ， 

ez 是 人 (4) 的 一 个 顶点 当 且 仅 当 wjy>>0， 
从 顶点 60 天 项 点 wm 有 一 条 有 间 弧 ， 记 作 cir>arm， 

当 明 仅 当 7 了 =7. , 
即 在 4 中 ， 正 元 素 构成 了 好 (4) 的 全 部 顶点 ， 且 从 一 个 顶点 到 另 
一 个 项 点 有 一 条 有 向 弧 当 且 仅 当前 者 的 列 指 标 等 于 后 者 的 行 指 
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标 . 
[ 例 2] 在 例 + 中 ， 由 有 4、 召 和 C 所 决定 的 有 向 图 G4), 
G(B) 和 GCC 如 下 ， 


他 1 1 


非 负 方 阵 的 有 向 图 将 是 我 们 讨论 有 限 型 子 转移 的 主要 工具 ， 
因此 下 面 我 们 要 对 非 负 方 阵 的 有 向 图 作 较 为 详细 的 讨论 ， 先 引进 
一 些 名 词 和 简单 事实 ， 下 设 妇 =(@y) € dx 为 非 负 方 阵 . 

a) 有 向 路 径 

P=6@in ~ Mu 一 > (7>0) 
中 , 顶点 的 个 数 叫 作 它 的 长 度 , 记 作 |P|. 

当 1=io 时 ,了 叫 作 闭路 , 其 长 度 称 作 它 的 周期 . 

b) 有 重复 顶点 的 闭路 叫 作 可 约 闭路 . 的 轩 莉 且 加 泪 
叫 作 不 可 约 闭路 . 

3) 设 

全 一 Go > 人 Bm (s>0) 
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是 男 一 条 有 向 路 径 ， 当 ?= 入 时, 记 
DO > 
叫 作 卫 与 日 的 合成 有 向 路 径 ， 显然 , .PQ =1P 十 1， 

9) 当 呈 十 闭 路 时 ， 

BPP (i>0) 
. 亦 是 闭路 , 周期 为 让 P|， , 

特 判 邮 ， 有 公共 顶点 的 两 个 不 同 闭路 可 以 在 公共 顶点 处 连接 
起 米 , 得 到 -一 个 新 的 闭路 , 其 周期 为 两 者 周期 之 和 ， 这 样 得 到 的 闭 
路 叫 作 闭路 的 合成 . 

显然 ,任何 六 路 都 是 不 可 约 闭 路 的 合成 . 

如 前 斯 述 ， 于 负 方 阵 的 不 可 约 性 很 容易 利用 传统 的 有 向 图 给 
出 判断 ， 但 判断 非 周 期 性 就 远 非 那么 简单 . 利用 我 们 上 面 引进 的 
新 的 有 向 图 ,不 但 判别 不 可 约 性 依然 那么 简单 , 而 且 判 别 非 周期 性 
也 大 简单 可 行 的 ， 得 还 , 这 里 我 们 不 专门 讨论 这 个 问题 , 而 是 留待 
讨论 育 限 型 子 转移 时 一 并 进行 。 读者 将 会 看 到 , 非 负 方 阵 的 有 向 
图 线 构 与 有 限 型 子 转移 的 动力 性 状 之 闻 的 关系 十 分 密切 . 


812 ”有 限 型 子 转移 的 转移 方 阵 


3 12.1 转移 方 阵 


在 我 们 的 非 负 方 阵 理论 基础 已 有 了 很 好 的 准备 之 后 ， 本 节 和 
下 一 襄 就 用 非 负 方 阵 这 个 工具 来 讨论 有 跟 型 子 转移 的 动力 性 状 , 

设 下 这 2 和 【3 于，ce) 回 前 ， 此 后， 我 们 说 不 变 闭 子 集 4E 
工 4S 喷 ) 或 子 转 移 

os A—>A 
是 有 限 狸 的 ， 总 是 指 它 有 一 个 2 阶 排除 系统 .Y， 或 等 价 地 ， 它 有 
一 个 2 阶 决定 系统 (8 9 命题 41， 此后， 我 们 只 讨论 2 阶 有 限 型 
子 转 称 ， 据 $9 命题 5， 我 们 作 这 种 限制 本 质 上 是 不 失 普 遍 意 义 
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的 .2 阶 有 限 型 子 转移 有 时 亦 称 为 拓扑 马尔 可 夫 链 ， 
定义 工 如 果 
m-| 当 ( 人 人 到 4 时 ; 
0 其 余 情 况 ， 
出 克基 天 阶 0, 二 方 阵 
太一 (1)* -1 
叫 作 或 子 转 移 
os: 一 人 
的 转移 方 阵 ， 这 里 , (站 是 8 上 的 2- 序列 ， 
显然 ,对 给 定 的 4EZKS2+) 方 阵 人 = (go) 是 完全 确定 的 . 反 
过 来 , 我 们 要 问 , 一 个 Xx 阶 0 1- 方 阵 是 否 可 以 决定 一 个 有 限 型 
子 转移 ? 下 述 命题 问答 了 这 个 问题 . 
命题 1 了 设 妆 = (wy) EWM; 蚌 0,1- 方 阵 , 则 
4 一 {zESE+ wec —1, Vi>0} 
荐 对 a 不 变 的 有 限 型 闭 子 集 ( 有 可 能 是 空 集 ). 
证 明 4 闭 , 且 对 0 不 变 , 可 由 定义 直接 加 以 验证 、 令 
HA- Nay=0, YORi, < 从。 
容易 直接 验证 ，.sY 是 :14 的 一 个 排除 系统 。 因此 ，-44 是 有 限 型 
[ 例 设 


则 A414,= 好 ， .4 一 入. 
[ 例 2] 设 


号 4-(! 
0 1 0 1 


n= LO11...), (11-.)}, Aa= 411)}, 
但 在 双边 情形 , 则 有 
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则 


We WR i 

由 上 述 癸 子 可 以 看 出 , 0, 1- 方 阵 与 有 限 型 子 转 移 不 是 一 一 对 
应 的 ， 以 后 将 会 看 到 ,对 0, 二 方 阵 加 上 适当 但 又 不 失 普 刀 性 的 条 
件 之 后 , 这 个 情况 会 自动 消失 , 此后, 我 们 讨论 在 限 型 子 转移 时 , 总 
是 假设 它 是 由 一 个 0,1- 方 阵 按 命 题 1 方式 决定 的 ， 很 显然 ,有 限 
型 子 转移 的 动力 性 状 完全 由 给 出 它 的 0,1- 方 阵 的 结构 所 决定 ， 即 
由 它 的 元 素 中 为 1 的 个 数 和 分 布 所 决定 ， 下 闸 我 们 讨论 有 限 列子 
转移 在 很 大 程度 上 是 通过 讨论 决定 它 的 0, 1- 方 阵 和 与 之 相 联系 
的 有 向 图 来 实现 的 . 为 此 ,我们 要 继续 深入 讨论 非 负 方 阵 (0, 1- 方 
阵 是 特殊 的 非 负 方 阵 ?的 一 些 基 本 和 概念， 引进 一 些 术语 和 合 题 , 所 
涉及 的 内 容 以 满足 水 书后 面 的 需要 为 限 , 


$12.2 转移 方 阵 的 限制 


设 8>>2 和 (St,， a) 同 前 . 

我 们 已 经 证 明 ， 每 一 个 有 有限 型 子 转移 可 以 决定 一 个 0,1- 方 
阵 , 即 它 的 转移 方 阵 ; 而 且 ， 反 过 来 ， 每 一 个 0, 三方 阵 也 可 以 决定 
一 个 有 限 型 子 转移 ， 但 是 , 这 种 相互 决定 不 是 一 一 的 , 即 一 个 非 零 
0, i- 方 阵 可 能 决定 一 个 空 集 ， 不 同 0, 1- 方 阵 也 可 能 决定 同一 个 
有 了 限 型 子 转移 ， 再 者 , 在 8 11 中 我 们 证 明 , 每 一 个 非 负 方 阵 在 初 
等 变换 下 可 以 取 成 下 三 角 阵 的 标准 型 。 本 节 我 们 将 对 0,1- 方 阵 
加 上 茶 些 限制 条 件 , 使 得 有 限 型 子 转移 与 0, 1- 方 阵 一 一 对 应 ， 并 
说 明理 由 , 此 后 我 们 总 可 以 假设 0,1- 方 阵 已 取 成 标准 型 而 不 兴 普 
道 性 。 为 了 这 个 目的 ,也 为 了 以 后 讨论 有 限 型 子 转移 的 动力 性 状 
更 方便 , 我 们 先 引 进 一 些 术语 和 记号 . 

设 有 =(wi) 是 x 0,1- 方 阵 ，zia 和 

Ga: Za -> A 

的 定义 同 前 节 . 

定义 5S={0, 二 …, 一 1 上 mn 序列 


《8 di bn-1) 
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叫 作 可 允许 的 (相对 佣 = (6w) 或 /14 而 育 ) 如 果 
| mldo 31 …” Za-1dA™ {rE [Ym = ba, a Cmin_i = tn-1} 


一 中 [io 二 大 他， 
其 中 


mlio ii *** cnt] (m2>0) 
是 (io… 世 -1) 上 的 柱 形 ( 见 $8), 而 
mo 人， Cn-1] A 
叫 作 A4 上 的 相对 柱 形 , 它 是 14 的 既 开 又 闭 的 集合 ， 且 所 有 相对 
柱 形 , 即 
{nlio di dss]ald EES, I=0, …, n—1, Vn>0, Ym2>0} 
是 44 的 相对 折 扑 的 -组 基 . 
特别 地 , 党 
mx[zo 和 4 天 他 
时 , 称 yo 为 的 可 允许 前 缀 ,和 叫 作 各 的 可 允许 后 续 ， 
下 面 是 一 些 术 诸 秋 简单 事实 , 
a) 易 见 , 加 是 抹 的 可 允许 前 缀 或 神 是 6 的 可 允许 后 续 的 必 
要 条 件 是 gn 一 1 山 8iow 是 GCA) 的 一 个 顶点 ， 这 个 条 件 不 充分 ， 


从 jj 如， 当 
(0 
DO 1 


时 , gor =1, 但 在 双边 情形 下 
of0, 1]a= 3, 

在 对 4 附加 适当 条 件 后 , 这 个 情况 会 消失 . | 

bh) 设 Pi 一 (to 和 1) 了 Po=(j0o… 和 -是 两 个 可 允许 序列 
(m>0, 920， 善 Jo 是 加 -xi 的 可 允许 后 续 , 则 易 见 

了 Pa 一 (fo … 人 1 IJ0 Jm-1) 

是 可 允许 ”+ ma- 序列 , 叫 作 疡 和 .Pz 的 合成 ， 

当 如 是 和 -的 可 允许 后 续 时 , 易 见 

EL 
是 4 的 一 个 周期 点 , 其 周期 <m， 这 时 Pi 称 作 可 允许 循环 节 . 当 
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上 述 由 .Pi 决定 的 周期 点 的 周期 为 见 时 ， 即 等 于 Pi 的 长 度 ， PP 称 
作 可 允许 周期 节 。 

c) 符 导 两 两 不 同 的 可 允许 循环 节 一 定 基 可 允许 周期 节 , 称 作 
不 可 约 的 可 允许 周期 节 ， 由 不 可 约 可 人 允许 周期 节 生 成 的 同期 点 的 
周期 称 作 eu 的 不 可 约 周 期 . 

显然 ,不 可 约 周 期 <#， 因 此 ,不 可 约 周 期 的 基数 有 限 . 

9) 同一 个 不 可 约 周 期 可 能 对 应 不 同 不 可 约 可 允许 半期 节 或 
cu4 的 周期 点 . 

e) 和 公共 符 寻 的 可 多 许 循 环节 可 在 公共 符号 处 连接 在 一 起 ， 
而 均 成 合成 的 可 允许 循环 节 ， 显然 ， 可 允许 循环 节 和 可 允许 周期 
节 雯 可 由 可 允许 不 可 约 周期 节 合 成 而 得 到 . 

fy 正 周 期 的 可 允许 循环 节 一 定 是 由 一 个 可 允许 周期 节 人 台 戌 
而 得 到 , 但 本 -一 定 是 由 一 个 可 允许 不 可 约 周 期 节 生 成 ， 

g) 设 

Pn Hs > en 

是 如 LA 的 -个 长 度 为 % 的 有 癌 路径， 它 对 应 一 个 n-+1I- 序 列 

(ia 1 "973, 

注意 , 这 样 对 应 的 序列 不 一 定 是 可 允许 的 ， 例 如 , 到 
| 
0 1 

则 so 一 el 是 G( 妈 ) 的 有 向 路 径 ， 但 在 双边 人 情形 下 , 对 应 的 8- 序 

列 (0 1 4) 不 是 可 允许 的 , 因为 0 不 是 可 允许 后 续 , 因而 
mL011]a= 3. VmEZ 

当 ?0 一 @ 时 ;了 对 应 一 个 备 环 节 

《2o 6n_1), 
易于 证 表 , 这 样 的 循环 节 总 是 可 多 许 的 ， 事 实 上 ， 
PP = (bo bal bo tnt) EA 
Eh 
o[io nin-114¥ 
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这 个 循环 节 有 时 亦 用 卫 案 示 . 

特别 地 ，G(4d) 的 闭路 对 应 长 度 相 他 的 可 允许 循环 节 ， 反 过 
来 ,一 个 可 允许 循环 节 对 应 G(4) 的 -条 闭路 . 

h) 不 可 约 闭 路 一 定 对 应 可 允许 周期 节 . 这 是 因为 , 可 允许 非 
周期 循环 节 对 应 人 4) 的 闭路 一 定 有 重复 的 顶点 ， 即 不 是 不 可 约 
的 .但 是 ,不 可 约 闲 路 对 应 的 周期 节 却 不 一 定 是 不 可 约 的 , 例如 , 取 


(227 
G(CO)= 区 
1 ZO om oh 


Pe 


易 见 
(01 一 12 一 > 20 一 > 人 03 一 > Wisp 
是 G(4) 的 一 条 不 可 约 闭路 , 但 对 应 的 可 允许 周期 节 
(01203) 
却 不 是 不 可 约 的 , 而 大 由 两 个 可 允许 不 可 约 周期 节 
012), (0 3) 


合成 而 得 到 ， . 

命题 车 妥 ~(aiy) 中 第 行 元 素 全 部 为 0, 0<Yi< 丈 则 .44 
中 的 点 的 坐标 分 量 中 不 出 现 符号 了 

证 明 据 假设 6 一 0, j=0 ,…, 有 一 J， 显 然 ，5 没 有 可 允许 
后 续 , 因此 ,5 不 可 能 出 现在 44 的 点 的 耸 标 分 量 中 . 口 


命题 8 车 丰 =(@i)) 中 第 j 列 元 素 全部 为 0，0<j<h， 则 符 
号 j 只 能 作为 最 前 面 一 个 坐标 分 景 出 现在 44 的 点 中 (在 双边 情 
形 下 则 不 能 出 现 ), 且 当 这 样 的 点 存在 时 ,ac4 不 是 在 上 的 . 

证 明 ” 据 假设 sy 一 0 $=0, …, 有 一 I，。 显然 ，j 没 有 可 人 允许 
前 级 , 因此 , 它 如 出 现在 44 的 点 的 坐标 中 ， 只 能 作为 第 一 个 坐标 
分 最 

据 转移 自 映 射 的 定义 ,， 当 了 出 现在 44 的 点 内 时 ，ca 不 是 在 
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上 的 , 因为 没有 44 中 的 点 以 这 样 的 点 为 象 点 . 

在 双边 情形 下 , 因为 点 无 最 前 面 的 坐标 , 故 这 样 的 不 可 能 出 
现在 Aa 的 点 中 。 口 

据 命题 2 在 非 负 方 阵 4= (eu) 中 , 车 有 一 行 元 素 全 部 为 0, 则 
它 决定 的 有 限 型 子 转移 可 归结 为 较 低 阶 符号 动力 系统 去 讨论 ， 

在 命题 3 的 假设 条 件 下 ， 把 4= (co) 中 的 第 了 行 元 素 全 部 换 
成 0 而 其 余 元 素 不 变 , 得 到 -- 个 同 阶 0, 二 方 阵 44， 容易 看 出 , A 
即 是 在 A 中 把 以 j 为 最 前 面 坐 标 分 量 的 点 去 掉 后 得 到 的 集合 . 
下 面 将 会 看 到 ,ca 和 os 有 相同 的 非 游 药 集 ， 因 而 有 相同 的 动力 
性 状 . 

下 面 我 们 分 析 一 下 , 当 0, 1- 方 阵 生 = (ao) 作 初等 变换 时 ， 对 
它 所 决定 的 有 限 型 子 转移 有 什么 影响 . 

我 们 在 定义 磊 阶 符号 空间 时 ,大 个 符号 是 歌 作 

S=490, 1,.…, Bp—1}., 

这 样 取 个 符号 的 同时 , 也 规定 了 它们 之 间 的 一 个 顺序 ( 按 自然 数 
大 小 的 顺序 )， 当 用 0,1- 方 隆 委 = (wo) 定 义 44 时 ， 事 实 上 只 不 
过 是 规定 了 这 天 个 符号 之 间 可 以 作为 可 允许 前 级 和 可 允许 后 续 的 
关系 而 已 。 当 这 二 个 符号 的 排列 顺序 改变 时 《〈 即 经 过 一 个 置 搞 变 
换 )， 为 了 保持 符号 之 间 的 这 种 关系 不 变 ，C, 1- 方 隆 及 ~ (ou) 也 必 
须 作 相应 的 改变 , 而 这 种 改变 恰恰 就 是 初等 变换 。 这 很 容易 从 两 
个 符号 对 换 这 种 简单 情形 大 出来， 而 一 般 的 者 换 又 不 过 是 对 换 的 
乘积 而 已 ， 例 如 , 当 符号 二 与 了 对 换 时 (0<i<j<), 为 保持 符号 
间 可 以 作为 可 允许 前 级 和 可 允许 后 续 的 关系 不 变 ， 必 须 也 只 须 把 
44= (aw) 的 第 纪行 与 第 j 行 对 调 , 再 把 第 列 与 第 j 列 对 调 即 可 ， 
即 作 相应 的 初等 变换 ， 因 此 , 我 们 有 

命题 4 在 初等 变换 下 ， 0, 1- 方 阵 所 决定 的 有 限 型 子 转移 不 
变 , 

在 作 了 上 述 讨论 之 后 ， 我 们 此 后 总 是 可 以 假设 0, I- 方 阵 有 4= 
《es) 的 每 一 行 和 每 一 列 的 元 素 均 不 全 为 0， 而 且 在 必要 的 时 候 可 
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以 假设 盘 已 经 取 成 如 $ 1L 中 廊 述 那 种 下 三 角 阵 的 标准 型 ， 这些 
假设 将 一 直 坚 持 而 不 再 另行 声明 . 
下 面 假 设 4= 《ww} 利 如 = 064) 是 两 个 x 阶 0,1- 方 阵 ， 

命题 5 G(4; 的 每 一 有 向 路 径 所 决定 的 有 限 序列 总 是 可 人 允 
许 的 ， 

证 明 ”由 44 的 每 一 行 和 每 一 列 的 元 素 均 不 全 为 0 的 假设 , 容 
犁 从 有 向 图 的 定义 看 出 ,G5 和 4) 的 从 任 一 顶点 咏 发 的 有 向 路 径 可 以 
无 眼 延 伸 ， 这 事实 上 就 保证 了 由 有 向 路 径 决 定 的 有 限 序 列 总 艳 可 
允许 的 . 口 

推论 ”对 任意 0<% jj 过 名 

6 工人 饮 o 办 4 尖 后. 

证 明 只 须 把 es 看 作 是 长 度 为 工 的 有 向 路 径 即 可 ， 0 

命题 6 P(ga) 天 巍 ， 

证 明 ” 据 命题 5 的 证 明 ,G44) 有 作 意 长 的 有 向 路 径 ， 因 而 它 
必 有 闭路 。 闭路 决定 的 有 限 序列 作为 可 允许 循环 节 生 成 es 的 岗 
期 点 , 内 此 

Ps 关 好. | i 
命题 ? 有 xB /1 +4ip. 

证 明 女 = 避 显然 毒 涵 .14 :ls， 这 就 证 明了 对 部 分 . 

下 面 证 明 = 部分， 设 w=0 但 5 一 1， 0<&6, 和 1， 据 定 义 ， 


马力 在 44 中 不 能 出 现 , 但 据 命 题 5 的 推论 , 它 在 a 中 出 现 ， 因 


此 
4d. 口 
推论 x 矿 阶 0,1- 方 阵 与 
Cr， SY+t 一 > Szr 


的 有 限 型 子 转移 一 一 对 应 . 
结论 是 显然 的 , 证 明 从 路. 
DS= 0, 1, £—1} 
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= 一 一目 


本 了 


-外 一 


每 个 符号 均 在 44 中 点 的 坐标 中 出 现 , 即 cs 是 真 的 天 阶 子 转移 . 
证 明 设 z=aos …)E da， 据 假设 存在 i 0<i<h 使 


得 
Wir, = 1. 
显然 ， 
《2 分 0 2Z1 "EA 
和 


GCCS wo cp)) 一 修 ， 
又 ;对 任意 0&6 存在 j0 志 j<<h 使 
Wi 二 二， 
据 命 题 5 的 推论 ，(% 站 是 可 允许 2- 序 列 ， 肝 符号 在 A4 中 点 的 
坐标 中 出 境 。， 证 毕 , 


第 5 章 
有 限 型 子 转移 的 动力 性 状 


本 章 的 目的 是 用 0,1- 方 阵 这 个 工具 围绕 非 游 萝 集 结构 、 拓 扑 
简 估 计 与 计算 和 混沌 存在 条 件 这 三 个 茜 本 问题 以 及 它们 之 间 的 关 
系 , 对 有 限 型 子 转移 进行 金 面 系统 的 讨论 ， 就 这 个 范围 而 言 , 我 们 
对 有 限 型 子 转移 的 了 解 可 以 说 大 体 上 是 清楚 了 ， 


$ 13 有限 型 子 转移 的 非 游 落 集 与 传递 性 


$13.1 有 限 型 子 转移 的 非 游荡 集 


有 限 型 子 转移 与 全 转移 的 一 个 重要 不 同 , 是 它 可 以 有 游荡 点 . 
这 引起 一 个 重要 问题 , 即 有 限 型 子 转移 的 非 游 落 集 结构 问题 。 我 
们 从 非 游 划 点 的 判断 讨论 起 . 

设 h>2 和 (CS,，@) 同 前 ， 又 设 全 = (ew) 为 Xb 阶 0,1- 方 
阵 ， 14 为 由 站 决定 的 有 限 型 子 转移 ， 

命题 1 设 xE.l4， 则 下 述 条 件 等 价 : 

i) rE Qo0a); 

i 让) 对 任意 的 六 >>0, 存在 yE da, 使 训 =zr, 并 对 某 个 人 > 
0, yi = Zo; 

iii) 对 任意 多 >0， 存 在 从 arr 到 txszs 的 有 向 路 径 . 

证 明 i=>ii 设 *YE2(ca) 和 六 >0， 据 非 游 划 点 的 定义 , 存 
在 nn 之 六 ,使 

Go[zo wi sy] a)ofl [zo Zi Ly] 4* 
即 存 在 AE wy] a 使 得 
GAS EE ozo tv wx]A., 
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由 此 易 见 ， 


Zn 一 20， 2 一 $=0, .…, VN 
记 y 一 oA(%)EA4， 易 见 - 
Wo Yn Ly, Yi = wo, 7=n—N>0 
寺 =>iii 设 >0， 据 这 存在 yEsa, 使 
,= Yo, Xo = Hy. 7>0, n> 


显然 , (2igisrt 1 2 zx) 是 可 多 许 序列 ， 因 此 
人 orztia > PT ir Yr 
是 Gd) 的 有 向 路 径 ， 
这 全 ii 设 闪 >0 利 桩 形 ofzo…zr]4， 取 客 交 ， 据 人 息 设 ， 存 
在 有 问 路 径 
ET ed 2 
(Ritrti= to, 7>0) 
定义 yES™， 使 得 
tims 当 0<mestr 时 ; 
| Xm trti). 当 mp 这 i 十 7 时， 
据 $ J2 的 命题 5, 易 匈 yE€ Ad4, 且 
yEolzxo … zy]3， at)Eo[zro … ZXy]a. 
这 证 明 oa iofzo zx) 站 o[zo … zx] 4 六 他, 即 
EWGTa). 口 
有 限 型 子 转移 的 不 变 闭 子 集 或 子 系统 当然 不 一 定 仍然 是 有 限 
型 的 (注意 , 转移 自 映 射 本 身 是 有 限 型 的 )， 这 又 引起 另 一 个 重要 
问题 : 即 有 限 型 子 转移 的 非 游 菏 集 仍 是 有 限 型 的 ?在 回答 这 个 问 
题 之 前 , 我 们 先 证 明 
命题 2 设 0< 和 2 < 和 nm>0 出 
a 一 折 ({Cio… 各) 1 世 ) 是 可 允许 的 ,各 = 训 各 三 从) 
二 间 ({66> | 名 = 和 加 一 介 )， 


即 8 是 连接 委 的 第 6 行 上 GC(A4) 的 顶点 到 有 妇 的 第 j 列 上 G(A) 
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的 项 点 的 长 度 为 的 全 部 有 向 路 径 的 基数 . 
证 明 ” 当 n=1 时 , 结论 是 明显 的 ， 设 对 nn 一 1 时 结论 已 成 立 ， 
由 矩阵 屠 法 , 我 们 有 


ot 
cm) 0 一 1 ri 一 车) Pe 1 < tn~Dg 
ty 一 (ays 好 it ty 4 -a 


《5 一 1 

据 归 纳 法 假设 , a" 是 可 允许 nn- Bet 105 … 0} 的 基数 ， 因 
此 ,， a3? 是 可 允许 ni- 序列 集合 {6 … 3 的 基数 ， 证 毕 . 

命题 3 及 =(ayw) 不 可 约 , 当 且 仅 当 GL(4) 有 一 条 闭路 过 所 有 
顶点 ， 

证 明 设 和 及 = 人 {aw) 不 可 约 ， 设 ay 和 am 是 GG( 生 ) 的 任意 两 
个 顶点 40<i 7, 六 mK)， 显然 ,为 证 明 必 要 性 , 只 须 证 明 存 在 
从 tis 到 ein 的 有 向 路 径 即 可， 据 不 可 约 性 的 定义 , 存在 n>>0, 使 


fj > 0. 
据 命 题 2， 存 在 可 允许 % 士 二 序列 
(rs 


显然 (2 7 … mm) 是 可 允许 ”十 3 序列 .因此 
他 Tim 
是 G(4) 的 从 顶点 ai 到 顶点 Gim 的 有 疝 路 径 ， 
下 而 证 明 充分 性 部 分 ， 设 0 所 负 j<， 由 关于 及 = (at 的 假 
设 ， 在 在 0<1, m<h 使 gw; 和 Gm 是 GG( 且 ) 的 两 个 顶点 ， 据 假 
设 , 存在 从 i 到 qm; 的 有 向 路 径 , 因此 存在 可 允许 序列 
(了 
设 其 长 度 为 n>>1， 扎 命题 2, 8 下 >>0, 即 和 = (ww) 不 可 约 ， 证 
毕 ， 
下 而 对 由 0 1I- 方 阵 和 女 = (co) 决定 的 有 限 型 子 转移 作 进 一 步 
分 析 . 设 和 4 一 (qs) 已 有 标准 型 , 即 
114 


0. A. 
A 4 | 
p. es 4,1 


其 中 A4;,，…， 有 4:, 是 对 应 院 0 +- 不 可 约 方 途 , 加 十 … 十 二 玉 见 
8 11 的 命题 8). 
对 应 到 = (wy), 状态 空间 
S={0, 1.., bk—1} 
被 分 解 成 不 相交 的 s 组 子 集 : 
{0,. 1, 10, Pim 1}, 
{R11, kiti ,ht Ot}, 


了 十 十 页- 十 十 下 一 二 
bx hi 阶 方 阵 4(0<! 生 S 在 由 符 叶 
{8 
构成 的 如 阶 符 号 空间 上 决定 了 一 个 有 限 型 子 转移 
Gd -44 一 au， 
以 一 种 明显 的 方式 ,04,, 可 以 看 作 是 ca 的 子 转移 ( 即 把 如 Xx 本 阶 
0,14- 方 阵 在;,, 与 x 亡 阶 0, 1- 方 阵 


等 同 起 来 , 而 这 个 方 阵 是 由 把 和 4 一 fasy) 的 标准 型 中 除 A 外 更 六 
成 0 而 得 到 ， 在 这 个 意义 下 , 44, 自然 成 了 A4 的 不 变 闭 子 集 ). 
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易 见 
{J Aa :Ca. 


alca 
命题 4 符号 承 上 , 出 
44s 一 -4 

当 且 仅 当 和 4 是 对 角 型 的 . 
A 


即 在 和 = 人 6) 的 标准 型 中 , 7 =s. 
证 明 ”人 先 证 必要 性 ， 设 及 = (ao) 不 是 对 和 角 型 的 ， 即 存在 了 < 
ls， 使 得 


和 = 


有 ,大 0， 
其 中 Tssi<7T， 在 4 上 任 取 G(4) 的 一 个 顶点 ， 它 决定 了 一 个 
2- 相 对 柱 形 。 明 显 地 ,决定 这 个 3- 相 对 柱 形 的 两 个 符号 不 在 上 述 
状态 空间 
S={0, 1, …， A—1} 
的 不 相交 分 解 中 的 同一 组 内 .。 因此 ， 这 个 2- 相 对 柱 形 与 每 一 个 
Ais50<Ies) 的 交集 都 是 空 集 ， 这 明显 蕴涵 
,a 
与 假设 矛盾 ， 必 要 性 获 证 . 
现 证 充分 性 ， A 显然 等 于 所 有 2 相对 柱 形 的 并 集 ， 但 每 一 
个 2- 相 对 柱 形 由 人 (4 的 一 个 顶点 决定 , 而 当 这 个 顶点 位 于 A,(0 
<<I<s) 内 时 ， 它 所 决定 的 2- 相 对 柱 形 明显 地 包含 在 44u 内 ， 这 
萄 肖 
A lan Da 
习 分 性 获 和 证 ， 木 命题 证 毕 . 
在 有 了 上 述 准 备 之 后 , 现在 可 以 回答 前 面 提出 的 问题 了 。 
4 各 


命题 5 有 限 型 子 转移 ca 的 非 游 菏 集 @(cd) 是 有 限 型 的 , 且 
Qo0a) = an. 

证 明 设 %*EAsa， 假设 有 向 图 G44) 的 顶点 wzwz, 不 在 三 w, 内 
(0<1<s)、 从 G(C4) 的 有 向 弧 的 定义 ($ 工区 定义 8) 和 4= (@iy) 
药 下 三 角形 标准 型 结构 , 不 难看 出 , 从 qsow, 出 发 的 G(4) 的 任意 有 
向 路 他 不 能 再 回 到 arr， 即 在 G4) 内 无 闭路 含 顶点 src 据 命 
题 鞋 的 ii 可 知 , x 和 人 2 人 o 4)， 

得 设 wzon 在 某 个 4 内 (0 天 8g)， 但 对 某 个 《> 出， Goes 不 
再 在 任 一 个 44.,<0<?1<s) 内 ， 根 据 上 面 的 证 明 , 我 们 有 

CAE) = (wi UL) 华人)， 
因为 非 游荡 集 2ica) 是 对 ca 不 变 的 , 这 蕴涵 
2 和 全 Ga). 

余下 的 情况 是 ， 所 有 项 点 urirsf(sz0) 总 是 在 4, 内 (0< TS 
5)。 在 这 种 情况 下 ， 易 由 有 向 弧 的 定义 (§ 11 的 定义 3) 看 出 ， 车 
Qeor: 在 4 内 ， 则 wz,z,, 总 是 也 在 生 ., 内 , Y i>0， 这 明显 地 蕴涵 
ZE a， 因为 及, 不 可 约 , 据 命 题 8, 易于 看 出 , 对 任意 >0, 在 
在 从 wz, 到 we 的 有 向 路 径 。 据 命题 1 的 ii,， 有 

TE Qa). 
上 面 事 实 上 证 明了 
2(oa) DU dias, 
据 命题 1， 易 于 得 到 
Qc) = LU 4dan。 
显然 ， 2Co4) 好 是 由 0, 1- 方 阵 


4 0 
0 


A,, | 
上 7 


按 8 12 的 命题 1 方式 决定 的 对 o 不 变 的 闭 于 集 , 因此 是 有 限 型 
的 ， 证 毕 ， 
命题 5 是 一 个 很 漂亮 的 结果 , 但 值得 注意 的 是 , 有 限 型 子 转移 
的 点 的 w- 极 限 集 不 一 定 仍 是 有 限 型 的 ， 这 将 在 以 后 加 以 讨论 . 
命题 6 QCv4) 一 /44 当 且 仅 当 G( 和 4) 的 每 一 个 顶点 都 有 闭路 
证 明 设 0Q(o4)=AA4， 据 命题 4 和 命题 5， 


其 中 有 4;, 是 不 可 约 的 (0<1i<s)， 显 然 , G(4d) 的 顶点 是 某 一 个 
弛 (4.) 的 顶点 ， 而 据 命 题 8，G( 有 4;,) 的 每 一 个 顶点 都 有 如 (及 %,) 的 
因而 也 是 G(44) 的 闭路 经 过 ， 这 就 证 明了 必要 性 , 

下 面 证 明 充 分 性 ， 设 


且 存 在 7<?s, 0&i6<17, 使 
4 关 0， 
即 为 非 0 矩 阵 ， 设 zxE44, 使 aces 在 4 内 利用 命题 5 的 证 
明 中 使 用 的 方法 ， 可 以 证 明 ， 不 存在 G(4) 的 闭路 经 过 顶点 cue， 
因此 , 这 样 的 和 不 存在 , 邮 
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A 
妥 一 0 0 
a 
其 中 入;,(0<?<s) 是 不 可 约 的 ， 据 命题 5， 
Qo4) = As. ” 口 


命题 9 (gs) 一 Coa)， 即 周期 点 集 在 非 游荡 集 内 处 处 黎 
密 . 
证 明 Plo4)CQfoa) 是 明显 的 ， 下面 证 明 
Pisa oNloa). 
设 rE Qlosa)， 据 命题 1 的 iii, 对 任意 的 i>0, 存在 人 (4) 
的 闭路 ee 
a LE Td Phd ed 
因此 (zo ft … zrs) 是 可 允许 序列 ， 由 这 个 可 允许 序列 作 循 环节 生 
成 的 ea 的 周期 点 记 为 ps; 易 见 
Pi™%, (S00) 
因此 Q(cC 王 ca)y、 汪 毕 . 
SI13.2 回复 性 及 其 他 


设 下 2 和 (0S,， 0) 以 及 及 =(g3) 同 上 ， 下 面 先 给 出 子 转移 
ca 的 拓扑 传递 性 的 一 些 等 价 条 件 . 

命题 8 下 述 条 件 等 价 : 

i) ca 拓扑 传递 ; 

1 GCC) 有 一 条 闭路 , 过 所 有 顶点 ; 

这) 站 是 不 可 约 的 ; 

iv) 对 任意 0 j<<h, 存在 n>0, 使 

{zE Aa4!ro=i, oo 一 介 闵 朵 。 

证 明 i=ii 设 zELd4 使 

orb(z) ~ 44. 
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显然 ， 只 须 证 明 从 zr, 到 G(4) 的 任意 顶点 (0<2 ?< 共存 在 
闭路 即 可 ， 设 

y= iy ys)E As. 
据 假 设 ， 存在 nu 之 m2>0， 使得 


pa), <3 ploP(), < 于， 
据 度量 p 的 定义 , 易 见 


Tm Tm m= mtl = 
因此 
Ozona Mp, rn Pp em Geeei) 

是 过 arc: 利 eus 的 闭路 . 

这 会 ii 见 命 旺 3. 

jii 一 iv 有 是 命题 3 的 简单 推论 ， 

ivy=>i 设 olio…' 514 o[jo… jm]4 是 任意 两 个 相对 柱 形 
(n>0, 加 > 的 ， 据 iv, 存在 可 免 许 序列 

《2 hh th jo), 

其 中 >0. 显然 


故 oléo ey 如 hn “hh jo 0 加 ]4Cofzo 6 ] 4 . 


oso 和 op jm] a) 
=o[jo nl aACon ti(oléo 4), 
据 命题 ]，c4 是 拓扑 传递 的 .证 毕 , 

推论 04 是 拓 盾 传递 的 , 当 且 仅 当 存在 可 允许 循环 节 包 含 全 
部 个 符号 , 

证 明 先 证 必要 性 ， 据 命题 8 的 计 , 设 卫 是 (4) 的 过 所 有 
顶点 的 闭路 ， 因 为 及 = (6i,) 的 每 一 行 和 每 一 列 元 素 均 不 全 为 0， 
显然 盘 一 (co) 的 每 一 行 和 每 一 列 均 有 G(4) 的 顶点 .这 明显 蕴涵 
卫 的 项 点 中 包含 了 全 部 个 符号 ,因此 它 决定 的 可 允许 循环 节 ( 见 
$ 12 .2) 包 含 全 部 个 符号 ， 这 就 证 明了 必要 性 . 

充分 性 是 明显 的 . 因为 ca 有 可 允许 循环 节 包 含 全 部 个 符 
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号 蕴涵 命题 8 中 的 1v.， 证 毕 . 
值得 注意 的 是 ， 存 在 -一 个 包含 全 部 五 个 符号 的 可 允许 循环 他 
不 等 价 于 存在 包含 全 部 个 符号 的 可 允许 序列 ， 例 如 , 取 
4-( Ho1 )-( 中 
W190 1 \1 工人 
易 见 cai 一 >eio->cdoo 是 日 和 及) 的 有 向 路 径 , 它 决定 的 可 允许 序列 
(110) 
包含 全 部 2 个 符号 0 和 +， 侣 明显 地 ， 妈 是 可 级 的 ， 丰 据 命题 &， 
Ga 不 是 拓扑 传递 的 , 

据 $12 的 命题 6 有 了 腿 型 子 转移 的 周期 点 集 总 是 不 空 的 ， 而 
非 平 凡 极 小 集 不 能 包含 周期 点 , 因此 ,一 个 有 限 型 子 转移 若是 宜 小 
的 , 水 只 能 是 平凡 极 小 的 , 即 它 的 旗 空 间 册 一 条 周期 轨道 构成 。 下 
面 给 出 极 小 有 限 型 子 转移 一 个 全 面 的 刻 划 ， 

命题 8 下 述 条 件 等 价 . 

i) ca 总 极 小 的 ， 

让) Wi4 有 限 , 用 ea 是 拓扑 传递 的 ; 

证 ) Pos) 一 za 出 oa 的 一 条 周期 轨道 构成 ， 

1y) GC(4) 只 有 一 条 不 可 约 闭 路 , 它 过 G(4) 的 全 部 顶点 ; 

V) 刀 的 每 一 行 和 每 一 列 都 只 有 一 个 元 素 不 为 0 且 它 们 都 不 
在 及 的 主 对 角 线 上 . 

证 明 i=> 这 _o4 的 极 小 性 蕴涵 Co4)=A44， 又 据 $123 傅 
题 6 和 这 里 的 命题 5 我 们 有 

GFP(0a) = QF0a) = da, 
车 zl4 无 限 ， 从 曾 了 (os) 亦 无 限 ，0% 就 不 可 能 是 极 小 的 ， 这 就 证 
明了 4444 有 限 ，ca 的 拓扑 传递 性 是 明显 的 . 

和 全 证 若 444 有 限 , 但 卫 o4) 关 -14 或 Pics) 一 ds 而 至 少 
包含 04 的 两 条 不 同 周 期 轨道 , 都 明显 列 涵 ca 不 可 能 是 拓扑 传递 
的 , 均 蔬 大 、 

这 一 这 显然 ,04 的 唯一 的 周期 轨道 决定 {A 生 ) 的 雄一 不 可 
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约 闭 路 ( 见 $ 12.2), 而 这 个 不 可 约 闭路 一 定 过 人 (有 息 ) 的 全 部 顶 后 
则 是 很 明显 的 , 否则 cs 的 周期 轨道 不 唯一 . 


iy 一 vv 易 见 
ois = 0, VO 
否则 , 对 某 个 0<6<%，65 一 1， 则 
Bi it 


是 一 条 闭路 而且 是 不 可 约 的 , 这 与 iy 矛盾 . 
设 及 = (wj) 的 第 纪行 有 两 个 元 素 不 为 0， 即 
wy = 1, oui=1., 0 7 Th 放下 
据 关于 妥 一 (6w) 的 假设 ,存在 0h<%, 使 得 
tnt=1, 
所 以 
QP ni > : 
是 GC 及 ) 的 两 个 不 同 的 有 向 缠 ， 易于 证 明 ， 这 将 导致 @(4) 有 不 
同 不 可 约 闭 路 , 与 jy 矛 后 ， 
Y 沪 i 在 假设 条 件 下 , 易于 看 出 , 如 果 不 计 循环 次 序 的 话 ,在 
在 唯一 的 可 允许 循环 节 , 它 是 可 允许 周期 节 且 是 不 可 约 的 ， 出 
这 个 天 可 允许 不 可 约 周期 节 生 成 ca 的 堆 一 周期 轨道 中 的 到 个 不 
同 点 构成 44， 因 此 ; o4 是 极 小 的 ， 证 毕 , 
推论 ” 极 小 有 限 型 子 转移 有 零 拓扑 炳 , 
这 是 极 小 有 限 型 子 转 移 的 底 空间 有 限 的 简单 推论 ， 
有 限 型 子 转移 与 一 般 子 转移 在 动力 性 状 上 可 以 大 相 径 庭 ， 上 
述 推论 就 是 一 个 重要 不 同 , 即 一 般 极 小 子 转 移 可 以 有 正 拓 扑 烂 ( 参 
见 [20])， 
命题 10 若 o4 是 非 极 小 拓扑 传递 的 则 (oa) 是 无 限 非 闭 
集合 . 
证 明 设 ca 非 极 小 拓扑 传递 , 则 存在 w€ 44, 使 
wx, Ga4) 一 4 一 人 ca). 
据 82 的 命题 4 的 推论 , wo(z, o) 是 不 可 数 的 。 又 据 命 题 7， 
122 


BP(logsj = Qoa) = r, ga). 

因此 , Pla) 是 无 限 的 ，P 了 loa) 的 非 闭 性 是 明显 的 ， 因 为 PCo4) 
是 可 数 的 , 但 Pica4) 是 不 可 数 的 ， 因 而 Plo*) 了 Plea). 证 毕 . 

命题 11 车 o4 是 非 极 小 拓扑 传递 的 , 则 

Ploa)FQ(oca) NEP(oa), 

且 @to 不 可 数 ， 其 中 五 Pi 表示 au 的 终于 周期 点 集 ( 风 $2 
的 定义 51. 

证 明 设 o4 是 非 极 小 拓扑 传递 的 ， 我 们 断言 , 和 = (wy) 中 至 
少 售 -1 个 不 为 0 的 元 素 .。 用 反 证 法 证 明之 。 设 和 = (os 只 有 
个 不 为 0 的 元 素 ‘ 据 关于 息 的 假设 , 4 的 不 为 0 的 元 素 不 能 少 于 
名 )， 因 为 04 不 是 极 小 的 , 据 命 题 9, 其 中 某 个 不 为 0 的 元 素 位 于 4 
的 主 对 角 线 上 ， 易 见 ， 由 这 个 非 0 元素 所 决定 的 人 F{44) 的 顶点 是 
孤立 的 (注意 ， 竹 的 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 元 素 不 为 0)， 邑 趾 
九 有 向 强 由 它 通 向 不 同 于 它 的 其 他 顶点 ， 也 无 有 向 弧 由 不 凯 于 它 
的 其 他 顶点 通商 它 。 这 明显 蕴涵 好 (4 无 闭路 经 过 所 有 顶点 ， 与 
命题 8 的 让 也 导 ,断言 得 到 证 明 , 因此 , 入 = (ww4y) 至 少 有 一 列 合 两 
个 非 0 元 素 ， 即 存在 

d=1, Gl. 0<io<i<h, OI<h 

据 命题 8 的 推论 ， 可 设 (… 是 包含 全 部 五 个 符号 的 可 允许 循 
环节 . 易 见 

(和 了 Ed， “Eda, 
ee Ia ee ca 是 拓扑 忧 
递 的 , 据 命 题 6 和 命题 8， 有 

/a = (04). 

这 就 证 明了 Ploa) 宇 QCoaI 则 BP(oa), 

显然 ,Ploa) 年 8(oa), 由 aa 的 拓扑 传递 性 ， 0 
一 玉 P(oa), 使 


wr, oo) =a = {oa), 
故 据 $ 2 的 命题 4, 2(o4) 不 可 数 ， 证 毕 , 
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极 小 的 有 限 型 子 转移 有 有 限 的 周期 点 集 ， 反 过 来 当然 不 一 滤 
成 立 ， 下 面 的 命题 全 面 地 描述 了 具有 有 跟 周 期 点 集 的 有 限 型 子 转 
移 . 

命题 12 设 和 -=-(gw) 已 有 标准 型 ( 见 $ 10 的 命题 3), 则 下 述 
条 件 等 价 . 

i) Pocay 有 限 ; 

ji) P(ga) = 20a); 

ii) (04a) = R(oa); 

iv) Rloa)= Ploa); 

V) RR(o4 :有限 ; 

vi) 人 (oa) 有 限 ; 

Yi) /4 可 数 ; 

viii) Q(oa) NEP(o)= P(0a); 

ix) sa = EPlog); 

x) gan(0<1<s) 都 是 极 小 的 . 

证 明 i 全 这 所 命题 7， 

Plga)= Plos)= 0(04), 
让 之 ii 内 为 Pa 性 RcaCetcs 显然 
Qoga)= Riga). 

iii 一 ivV 车 zER(los) 一 Ploa)， 则 据 $2 的 命题 4 的 推 
论 , ot(X,， 04) 不 可 数 ,因而 2(o4a) 也 不 可 数 . 据 症 题 5 和 命题 9 
的 iii， 至 少 存在 一 个 为 0<i<s, 使 o4,, 蚌 拓扑 传递 但 非 极 小 的 . 
不 失 普 记性 , 可 设 cs 拓扑 传递 但 非 极 小 ， 用 命题 11 的 证 明 方 法 ， 
可 以 证 明 ea 有 非 周 期 的 终于 周期 点 , 面 这 种 点 是 04 的 非 游 葛 点 
但 不 是 它 的 回复 点 ， 这 导致 

Q(oa) 人 RGaA) 
的 也 盾 。 因 此 
Ploa)=R(oa). 

这 之 Y 若 了 (oa) 无 限 ) 则 8(o4) 羡 无 限 , 据 命 题 ?， Plc) 
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亦 匹 限 ， 据 命题 5 和 8 12 的 命题 9, 至 少 有 一 个 如 0<I< 使 
4 是 拓扑 传递 但 非 极 小 的 ， 这 明显 蕴涵 RCo gn) 宇 P(O4n)， 因 
市 好 (c) 全 P(ca)， 这 与 这 有 矛盾. 故 吾 (c4) 有限 ， 

Vv 地 Yi 据 命 题 了 ， 

Pla) = Rtga) = Roa). 

故 QCoa) 无 限 药 涵 RC(o) 羡 无 限 . 

Vi=> yi 所 命题 5， 

Qoa) = (da. 


因此 ，2(kca) 有 限 蕴涵 每 一 个 .14,, 有 限 ， 因为 每 一 个 4 都 是 不 
可 约 的 ($ 11 的 命题 3), 因而 04;, 都 是 拓扑 传递 的 (命题 8;， 据 
命题 11, 每 一 个 4a,, 都 是 由 ea 的 一 条 周期 轨道 构成 ， 从 有 丰 的 
下 三 角 的 标准 型 易 见 ， 人 (和 4) 的 每 一 条 有 向 路 色 在 有 限 步 都 进入 
某 个 GCA,,) 内 最 后 不 再 出 来 ， 由 此 易 见 ，A4 的 每 一 点 都 是 aa 
的 终于 周期 点 ,注意 到 oo 是 对 1 的 , 终于 周期 点 集 的 可 数 性 是 显 
而 易 见 的 

vii=>viii As 可 数 萄 涵 拇 一 个 ca 都 是 极 小 的 ， 据 命题 5 
和 命题 9, 我 们 有 


Qc) = 44 一 Ploas) =P(oa). 


因此 
Qc) NEP(ga)=—P(oa). 

viii 坟 1x 据 命 题 11, 每 一 个 o4, 都 是 极 小 的 ， 青 据 命 题 9， 
每 一 个 /44,, 部 是 由 ca4 的 一 条 周期 轨道 构成 的 ， 因此 , PCo4) 是 
有 限 集 ， 同 vi=>vii 中 的 证 明 一 样 ， 易 证 44 中 每 一 点 都 是 ra 的 
终于 周期 点 ， 

这 一 工 设 对 某 个 2 0<I<s, oa 不 是 极 小 的 ， 据 命题 11， 
(gaw) 呈 人 tga2) 不 可 数 ， 但 Ploa) 总 是 可 数 的 , 导致 秘 盾 ， 因 
此 , 每 一 个 oa4;, 都 是 极 小 的 。 
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xci 据 命题 9, 每 一 个 P(cau) 都 出 oa 的 一 条 周期 轨道 构 
成 , 因而 有 限 ， 又 ， 
了 ca) 一 \) 了 (oa)， 


{ea 


故 Poc4) 亦 有 限 ， 命 题 全 部 证 毕 ， 


$ 14 。 有限 型 子 转 移 的 拓扑 烂 与 混沌 


本 节 讨 论 有 限 型 子 转移 的 拓扑 入 估计 与 计算 ， 混 沌 的 判定 和 
正 折 盾 稿 与 混 鲈 以 及 其 他 动力 性 状 之 间 的 关系 问题 ， 我 们 先 给 出 
子 转 移 的 拓扑 焕 的 两 个 计算 公式 , 其 中 一 个 适用 于 一 般 子 转移 , 而 
男 一 个 只 适用 于 有 限 型 子 转移 。 后 者 通过 0, 三 方 阵 的 谱 半径 彻 
底 解 天 了 有 限 型 子 转移 的 拓扑 饮 计 算 问 题 。 然后 ,我 们 讨论 正 拓 
扑 箭 与 混沌 的 判定 问题 , 给 出 一 系列 等 价 的 条 件 . 


§14.1 子 转移 的 拓扑 灶 计 算 


设 有 >2 (S™, ogo), AELCS*), 和 一 (yy) 为 xh 阶 0,1- 方 阵 . 
命题 1 oo，S”>8” 是 可 扩 的 . 
证 明 易于 从 8 6 的 定义 7 直接 证 明 . 下 而 我们 通过 构造 一 
个 生成 子 给 出 证 明 (8 6 的 命题 15). 
记 
4,= {rE SD |ro=. d=0, 41, .*', EC—1} 
易 见 = 140, 和 1} 是 S™ 的 一 个 开 覆 盖 . 并， 易 见 
oa-"(d,) = {ESNS|,=0. 6=0, .…, 而 一 工 
设 {44,}7。 是 0 的 元 素 的 任 一 个 序列 ， 容 易 看 出 ， 
站 54 一 fo 和 全 和 六) 
据 86 的 定义 6, w 是 e 的 一 个 生成 子 (注意 ， 瓦 :一 4o $=0,… 
天 一半) . 口 
这 个 生成 子 « 叫 作 “o 的 自然 生成 子 ”。 
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推论 Ta 亦 是 可 扩 的 ， BB 
aga— {A0oN sd, 1, AriN A} 
是 OA 的 一 个 生成 子 ， 
显然 , 证 明 从 上 略 . 
下 而 记 
QC ) = 并 ({(io "1) | IvE 二 ,使 wo 一 do, "> Tn-1}) . 
== 井 ({(io 1) ofLéo 加 -4 他) 
命题 % 
ent‘o /1) = lim 工 log Q, CA). 
证 明 设 n>0.， 从 上 面 的 定义 , 我 们 有 
olio nd 1] aA oat A) NN :- ‘Noa™ (A) ko 
而 月 ， 若 ZEolio * 1] 刚 
A Naa td) ff oa” A 
是 caf gal (ea) 几 Er Ka) 中 包含 人 的 唯一 元 素 ， 因此 
QM)=N(V ois)), 
从 而 
nl 
‘10g @,(A) -log Nx( Wo (en)) 
-ac 
《 见 86)， 据 $6 的 命题 14， 我 们 有 


ent(os) =enbio,s, es) = lim m 二 nH(V ot(0s)) 


> lim log QC4), 口 


注意 , 命题 2 中 的 4E ZC) 是 一 一 般 不 变 闭 于 集 ， 即 命题 2 泛 
用 于 所 有 子 转移 . 
命题 3 ent(oa)=10g p(tA), 
其 中 P4) 是 0 1- 方 阵 4= (ao) 的 谱 半径 ( 见 8I1)》 


i27 


证 明 设 n0. 据 $13 的 命题 9， 
{XE ts zo = Zo, Ss Wt} 
当 且 仅 当 


LF ta Ee edt 2 OE 
是 G( 有 4) 的 有 向 路 径 , 省 且 仅 当 
ior Bi i fn 1 
因此 ， wi + 
QC 4) 本 2 ot Gena! : p23 晴 Cg 了 
我 们 在 瑟 x 匹 阶 方 阵 集合 对: 上 定义 模 
1B1= 里 15 vB- (bEM, 
二 他 
则 Qa) = 1A 
据 命 题 2 和 11 的 命题 1, 我们 


ent(ca) = lim .log QC14) ~lim 二 log | 4n- 


.nn 一 1 ja 
=lim log| A" li ~ log p(4). 口 
推论 设 4=《eo) 已 有 标准 异 , 即 
0 0 
A-| 0......... A , 
Pe lad Nm 
i A., 


网 


enitga) ~max{ent(o au)}. 
O<tas 
证 明 显然 , 特征 多 项 式 
WE i ey A 
其 中 了 3 L, 分 别 为 ki, Wt bb, 阶 单位 方 阵 ， 显然 ， 4 的 全 体 
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特征 值 的 集合 是 4;,，…，44;, 的 特征 值 的 集合 的 并 集 ， 故 委 的 谱 
半径 即 是 某 个 41.10<<1<8) 的 谱 灶 径 ， 据 命题 3, 推论 得 让 ， 

命题 人 entioa)>0 当量 仅 当 至 少 存在 两 个 同 长 遮 且 有 公 
闪 符 号 的 不 同 的 可 允 府 循环 节 . 

证 明 ” 据 命 题 3 的 推论 , 不 失 普 过 性 ,可 设 站 是 不 可 约 的 , 因 
而 oa 是 拓扑 传递 的 ， 

设 entfo4) 之 0. 据 $13 的 命题 9 的 推论 ,ca 不 是 极 小 的 . 据 
$13 的 命题 9，44 革 少 存在 一 行 , 例如 第 纪行 (0<%<%), 它 上 面 至 
少 有 两 个 不 为 0 的 元 素 ， 据 $13 的 命题 8 G(4) 有 一 条 闭路 过 
所 有 顶点 ， 易 见 , 这 蓝 涵 存在 一 个 可 允许 循环 节 , 符 导 在 其 内 至 
少 出 现 两 次 ， 在 符号 卫 处 可 把 这 个 可 允许 第 环节 分 解 成 两 个 不 辐 
的 可 允许 循环 节 , 它们 孝 含 有 符号 .把 这 两 个 可 允许 循环 节 重 
复 不 同 倍数 , 使 得 到 的 两 个 新 的 可 允许 循环 节 长 度 相同 。 有 显然, 它 
们 仍然 不 同 , 但 都 含有 符号 这 就 证 明了 必要 性 , 

下 证 充分 人 性 ， 设 

(bo be by-1)) 《2 六 1) 
是 两 个 长 度 为 ? 产 2 的 可 允许 箱 环 节 ， 其 中 甸 关 六 至 少 一 个 成 立 ， 
Jo 一 1 … 一。 容易 看 出 , 在 下 面 图 玫 中 ， 


A “. i 
We 
二 ~ 
p28 Ni >.. 1 
if 


汪 人 i 1 . 


Ne pd 
fei 


任何 从 如 起 沿 箭 头 方向 连续 前 进 有 限 步 所 得 到 的 有 限 序 列 都 是 

可 人 允许 的 ， 记 这 样 得 到 的 4 序列 的 基数 为 @、 易 由 归纳 法 证 明 
Qa jl Yn>0 

i29 


最 然 ， 
Q:<Q.(4a)， VyYmz0 


据 命 题 2, 我 们 有 
ent(o 34) = lim 二 log Q,{o4) > lim log 0 
= ja i Iog 22+1 一 1 log 2>0, 已 
站 人 


os nT 十 
推论 。 设 有 =(ai) 不 可 约 ， 则 
enttc) 一 0 

当 且 仅 当 ca 是 极 小 的 . 

证 明 ”必要 性 的 证 明 包 含 在 命题 4 的 证 明 中 。 因为 那里 指 
出 , 若 ca 非 极 小 , 则 至 少 存在 两 个 有 相同 长 度 和 有 公共 符号 的 不 
司 的 可 允许 循环 节 ， 据 命题 4, ent(o4a)>>0, 矛盾 

充分 性 由 $ 13 的 命题 9 的 推论 给 出 ， 口 

下 面 用 AN 表示 不 动 点 集 了 (a%) 的 基数 ，Yn 之 0, 


命题 5 ent(o 4) =lim sup + log N,. 
No 中 


证 明 据 命 题 3 的 推论 , 可 设 盘 = (co) 是 不 可 约 的 , 因而 ca 
是 拓扑 传递 的 

先 设 cs 是 极 小 的 . 据 $ 13 的 命题 9 的 推论 , entto4) 一 0, 又 
据 313 的 命题 9 “La 有 限 , 因而 尺 , 有 限 ，Yn>>0.， 显然 

lim sup 一 log N,=0. 

结论 成 立 , 

下 设 04 不 是 极 小 的 ， 据 $ 18 命题 8 的 推论 ， 存 在 包含 全 部 
五 个 符号 的 可 人 允许 循环 节 , 设 其 长 度 为 开关 15， 因此 , 对 任意 0 专 
6 5< 存在 从 到 3 的 可 允许 有 限 序列 , 其 长 度 不 超过 型 、 这 
蕴涵 ， 对 任意 可 允许 nw- 序列 , 存在 长 度 不 超过 nw 十 悦 的 可 允许 循 
环节 , 它 的 前 % 个 符号 构成 的 子 序列 等 于 给 定 的 可 允许 mn- 序 列 ， 
即 每 一 个 可 允许 mw 序列 ， 对 应 一 个 长 度 介 于 nn 和 % 十 于 之 间 的 可 
允许 循环 节 ， 而 后 者 决定 era 的 一 个 周期 不 大 于 9 十 型 的 周期 点 ， 
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容易 看 出 , 
> Ni Q, (a ) . Yn>0 
CEU 1 


易 见 ， 对 每 -- n>>0, 存在 0< ys 对， 使 得 
一 Da 
WO<gs 开 
明显 地 , 个 在 一 个 固定 的 0<5 丢 到 和 递增 序列 各 ,使 
1 一 有 nax rr Yi>0 
Q@O<t<s 对 
于 是 有 | 
有 .La Yi>0 
由 此 , 据 命 题 2, 我 们 有 


pe a 工 log Q, (C44) = 1im 二 log Q,», (44) 
ho 省， 了 一 oo i 
<lim sup 过 log M,N 
二 -+ ni 
1 a el 
=lim sup— log wa 二 lm sup ~ log 形 
了 一 wo 人 了 一 上 | 
a 2 1 
i Ed 
i er 


< lim sup log N,. 


另外 , 显然 
N,Q,(z1,). Yn>0 
由 此， 
entcod) 一 lim 于 log Q,(C4) 
之 lim sup 二 log AN， 口 
一 般 而 言 , 我 们 有 


lim sup 二 log N, Flim inf 二 log N.,, 


即 报 限 lo 二 log W, 不 存在 ， 这 是 与 全 转移 的 不 同 之 处 ， 因为 ， 


131 


和 ,一 jn Yn>0 


因此 ent’ co) =1im > loa N, = 1im 过 log £"—l1og 天. 
Er N= 


[ 例 ] 设 GE 
1 AS 
G(4) = ~ \ 


A ed i 
1 0 | 0 0 
易于 看 出 , 有 向 闭路 
doo Wut0, Wo U2 > a0 
决定 了 仅 有 的 两 个 同 长 度 可 允许 不 可 约 周期 节 
(021:, (023). 
它们 有 公共 符号 0 和 2， 据 命题 二 有 
ent‘oa)—lim sup log AP 


但 是 , 容易 看 出 ea 的 所 有 周期 点 的 周期 都 是 3 的 倍数 , 因此 
六 at 一 0. YiO 


显然, 极限 lm 二 log 入 不 存在 。 


SA 14.2 有 有限 型 子 转移 的 混沌 性 状 

设 k>2,，(S2:， ga), 私人 gw) 为 Xx 阶 0,:- 方 阵 , 

有 限 型 子 转移 ca 的 混沌 性 状 也 同样 为 航 = (ao) 所 决定 ， 而 
县 , 当 ca 混沌 时 , 也 与 全 转移 0 类 似 , 存在 较 强 的 混沌 集 , 也 存在 
与 每 一 个 点 相 联系 的 一 般 混 沌 集 . 进而 , 我 们 证 明 对 有 限 型 子 转 
移 而 言 , 正 拓 扑 米 与 混沌 等 价 , 

命题 6 设 4= (cs) 是 不 可 约 的 ， 则 ca 是 混沌 的 当 且 仅 当 
ca 不 是 设 小 的 ， 

证 明 据 $ 13 的 命题 9, 若 o4 是 极 小 的 ， 则 4 由 ca 的 一 
条 周期 轨道 构成 , cs 当然 不 是 混沌 的 . 
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下 设 wa 不 是 极 小 的 ， 正如 在 命题 寺中 所 证 明 的 那样 ， 存 在 

两 个 长 度 相 同 并 有 公共 符号 的 不 同 可 允许 循环 节 ， 设 它们 是 
忆 =( 各 家 寞 -1)， QQ 一 《和 0 宁 -1)， 

其 中 锯 天 刀 至 少 一 个 成 立 ， j 一 I，…,， 7 一 ,7>0。， 我 们 构造 04 
的 一 个 混沌 集 如 下 ， 

出 可 允许 循环 节 

P= (i 1) 
可 生成 wa 的 一 个 周期 点 
v= PP = (Zo 1 Zo 人 …) 
易 见 ， 全 一 {210 及 2 及 :一 了 或 人 @ YY0 是 44 的 子 集 合 ， 对 
每 -个 实数 mE (0, 1), 构造 
的 一 凡人 ES 

满足 

型 :一 三 从 存在 ?六 0, 使 得 4 一 中 县 [G 十 世纪 一 [7] =1. 
记 CTe"E.4:7E(0， 1 

设 0<2<m<l， 类似 88.3 的 引 理 2 后 面 的 讨论 , 我 们 有 下 
述 简单 事实 ， 

i) MA =Q 7 2 0 

让 存在 无 限 多 整数 1>0, 使 人 Mi = 也 ， 

iii) 存在 无 限 多 整数 ?>0, 使 开关 AM， 

易 见 ， iii 蒙 涵 

Ea 

因此 O 是 不 可 数 的 ， 同 时 , iji 亦 蕴 涵 


lim snp pl(oute), or (2"))>0. 
Le ed 


VO, 7nE (0, 1), OF 

再 者 , 1 明显 地 蕴涵 
Jim inf pfagtzo，onfoz =0. VB， nE (0, 1) 
这 就 证 明了 ca 是 混沌 的 ， 口 
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下 述 两 个 推论 的 证 明 是 简单 的 , 这 里 从 赂 ， 
推论 1 设 妇 =(aiy) 已 有 标准 型 , 即 
A, 


0 


中 


4 =- 


村 
则 ea 是 混沌 的 当 旦 仅 当 革 个 gas 是 混沌 的 ， 当 上 县 仅 当 某 个 gw 
不 是 极 小 的 , 0<i<s， 

推论 2 cs 混沌 当 且 仅 当 cu 在 非 游荡 集 吕 (qs) 上 泥 注 ， 

命题 Y ca 是 混沌 的 当 且 仅 当 存 在 整数 *>0, 使 得 ca 有 一 
个 子 系 统 与 2- 单 边 转 称 自 映射 拓扑 共 罗 . 

证 明 设 o04 混沌 ， 据 命题 6 的 推论 1, 不 失 普 记性 ， 可 设 
太一 (wy) 不 可 约 ， 据 命题 6 ca 是 拓扑 传递 的 但 不 是 极 小 的 . 类 
似 $ 13 的 命题 9 证 明 中 那样 , 设 

P= (i 全 -1)， Q= (¢o 全) 
是 两 个 同 长 度 有 公共 符号 的 不 同 可 允许 循环 节 ， 其 中 甸 呈 盆 至少 
一 个 成 立 ，7 一 二 一 二 了 >0， 同 样 , 记 
?={MoM lH; 一 卫 或 Q@,， YiO 
易 见 , 是 14 的 一 个 闭 子 集 , 且 对 cx 不 变 。 于 是 
onle: E> 
是 ca 的 一 个 子 系 统 . 
另 一 方面 ， 我 们 可 以 把 P 卫 和 Q 当 作 两 个 新 的 符号 , 可 以 看 
成 是 由 这 两 个 符号 了 和 Q@ 构成 的 新 的 3- 单 边 符 号 空间 , 而 
ey Gy 
从 好 就 是 其 上 的 转移 身上 映射 ， 我 们 说 ca 有 一 个 
子 系 统 与 2- 单 边 转移 自 映射 拓扑 共 罗 ， 这 就 给 出 了 必要 性 的 证 
朋 ， 
充分 性 是 明显 的 , 因为 拓扑 共 罗 保持 混沌 性 状 , 而 o4 的 子 系 
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统 的 混沌 集 也 是 ca 的 混沌 集 ， a 的 混沌 集 ，. 口 
推论 1 设 


即 4= (wy) 有 标准 型 ， 如 果 对 某 个 0<Tes, cax 是 非 极 小 的 ， 则 
下 述 结 论 成 立 ; 
i) 存在 人 >0，uud 有 nm- 周期 ，YnD> 0 
ii) 存在 不 可 数 混沌 集 CC 一 Ploa), o4(0C)CO, 满足 
A) lim sup plo% (2), AY PI, Ve, YEUC, LYy, 
B) lim inf p(o% (2), oA(y))=0, Vr, yED, 
0O) lim inf pCRCE), oAP))>0, YrEO, PE Proa)— {e}, 


其 中 e 是 aa 的 … 个 7- 周 期 点 ， 

再 者 ， 存 在 ca 的 7- 周 期 点 pt 这 里 7 不 一 定 是 最 小 周期 ) 和 
与 必 相 联系 的 混沌 集 0，. 

证 明 据 命题 7, 存在 ">0, 使 ca 有 一 个 子 系统 与 2- 单 边 
转移 自 映 射 拓扑 共 示 . 在 88 的 命题 8 中 表述 的 2- 单 边 转移 自 映 
射 的 性 质 在 拓扑 共 老 下 成 为 a5 的 对 应 子 系统 的 相应 人 性质， 它们 
就 是 本 命题 中 的 1 和 ii. 

再 据 $ 8 的 命题 9，2- 单 边 转移 自 映 射 对 每 一 点 可 以 联系 一 
个 混沌 集 ， 显然 ， 新 的 2- 单 边 转移 自 映射 的 不 动 点 在 所 述 拓扑 共 
二 下 对 应 oa 的 一 个 7- 周 期 点 ， 这 个 不 动 点 所 联系 的 混沌 集 在 拓 
扑 共 堪 下 对 应 与 0 的 这 个 ?- 周 期 点 相 联系 前 混沌 集 . 口 

命题 4 和 命题 6 事实 上 已 经 证 明了 对 有 限 型 子 转移 而 言 ， 正 
拓 盾 业 与 混 汪 等 价 ， 下 面 我 们 进 -一 Si 
条 件 . 

命题 8 下 述 条 件 等 价 . 
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i) ent{o a)>0; 

计 ) cs 的 周期 集合 无 限 ; 
iii) 54 有 周期 > 
iv) 在 在 可 允许 可 约 周期 节 ; 

Y) 存在 有 公共 符号 的 不 同 的 区 允许 周期 节 ; 

vi) 存在 两 个 长 度 根 同 的 不 辐 可 允许 循环 节 ， 它 们 有 公共 符 
号 ; 
vii) ca 是 混沌 的 ; 
viii》 ca 有 混沌 点 侦 ; 
ix) 存在 xE .da，cof(z，c4) 不 是 一 条 周期 分 道 ; 
x) 存在 zE 凡 4，ofz，ca) 无 限 ; 
xi) G(4 有 两 条 不 同 不 可 约 闭路 过 同一 个 顶点 . 

证 明 iii 落 cs 的 周期 有 限 ， 则 显然 它 的 周期 点 集 
Plo4) 亦 有 限 . 据 818 的 命题 ?， 它 的 非 游 萝 集 (04)= 二 了 P(oa). 
过 此 

ent(oa)=ent(oa!Q(oea)) =0, 
子 盾 , 

让 =>iii 了 明显、 

这 之 iy 显然 ， 周 期 大 于 天 的 可 允许 周期 节 有 重复 的 符号 ， 
即 为 可 允许 可 约 周期 节 . 

iy 坊 可 介 许 可 约 周 期 节 有 公共 符号 ， 且 由 可 允许 不 可 约 
周期 节 生 成 . 显然, 在 生成 这 个 可 允许 可 约 周期 节 的 所 有 可 允许 
不 可 约 周期 节 之 中 , 至 少 存 画 个 有 公共 符号 . 

VY 礼 Yi 可 重复 不 同 悦 数 ， 使 两 个 有 公共 符号 的 不 同 的 可 多 
许 循 环节 生成 两 个 同 长 度 不 同 的 但 有 公共 符 她 的 可 允许 循 环节 ， 

Vi=> vii 据 命题 4 enttc4a)>0, 据 $ 14 的 命题 3 的 推论 ， 
存在 0<i<s, 使 eni(o4a,.) 之 0. 据 $14 的 命题 4 的 推论 ， ca, 不 
是 极 小 的 . 再 据 命题 6， 即 得 ea, 是 混沌 的 ， 从 而 wa 也 是 混 小 
的 . 
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vii => vi 计 明显. 

viii=> ix 设 z.VEd 是 ea 的 两 个 混沌 点 偶 ， 据 87 的 命 
题 3 混沌 点 侦 中 至 多 有 一 个 是 渐 过 周期 点 ， 设 > 不 是 04 的 渐 近 
周期 点 ， 显 然 , oz，ca4) 不 是 一 条 周期 轨道 ， 

i 地 设 zE44， wm(r, 0.4) 不 是 一 条 周期 轨道 .x 显然 不 是 
ca 的 渐 近 周期 点 、 据 832 的 命题 1， w(x%，o4) 不 可 数 . 

x 定 xi cs) 无 限 瘟 涵 它 不 可 数 . 据 8 413 的 命题 7, Plo 有 a) 
无 限 ， 显 然 ， 

Pioga) 本 站 P(g ar,). 


因此 ， 存在 0<1es, 使 也 loa.) 无限， 据 &13 的 命题 9 中 的 iv， 
GA.) 至 少 有 两 条 不 同 不 可 约 闭 路 , 其 中 一 条 过 所 有 项 点 。 这 就 
蕴涵 局 (及 ;有 两 条 不 同 不 可 约 闭 路 过 同一 杭 点 ， 

xi-i Gd4) 有 两 条 不 癌 不 可 约 闲 路 过 同一 顶点 显然 蕴涵 存 
在 两 个 不 同 可 允许 循环 节 , 它们 有 公共 符号 ， 再 重复 不 同 倍数 , 即 
可 得 到 两 个 长 度 不 相同 但 有 公共 符号 的 相 网 的 可 允许 循环 节 。 据 
命题 4, 我 们 有 

ent{oa) >0. 


至 此 , 命题 8 证 毕 ， DD 


$ 15 在 限 型 子 转移 的 混合 性 


如 同 拓 扑 炉 和 混 汪 一样， 混合 性 也 是 描述 连续 作用 在 底 空 间 
上 引起 的 运动 的 混乱 程度 或 复杂 性 的 一 个 概念 . 我们 希望 比较 它 
与 正 拓扑 焙 和 混 郑 之 间 的 强 红 关 系 ， 对 有 限 型 子 转移 而 言 ， 这 些 
问题 已 有 完整 的 结果 . 本 节 我 们 就 来 讨论 这 些 问 题 . 我 们 将 证 
明 , 对 有 限 型 子 转 移 而 言 , 强 和 弱 拓 扑 混 合 性 是 一 致 的 , 并 给 出 一 
系列 等 价 条 件 ; 同时 指出 , 拓扑 混合 性 比 正 拓扑 烂 和 混沌 强 , 即 前 
省 纺 涵 后 者 ,但 反之 不 然 . 
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315.1 辅助 命题 


设 8P2， (So 和 人 及 = (Gy) 为 Xx 阶 0,1- 方 阵 .， 
引 理工 设 m,…, ?; 是 个 正 整 数 ($>2), 使 得 
dn My) :01 
则 对 任意 正 整数 c， 存 在 正 整数 1，…，%i， 满足 
好 fra eic 二 240) 一 四 

其 中 4 表示 最 大 公约 数 , 

证 明 ” 据 初 等 数论 的 一 个 基本 定理 , 存在 正 整数 ta，… 入 和 
0 一 7<o0 使 得 

Ning ni 二 
在 这 个 等 式 两 端 分 别 加 上 个 和 … 和 G6 一 0 和 5 一 了 个 和 a 和 je， 
我 们 有 
(han 二 ha 二) 二 


= (Mtng+1 t+ Ne hje) 二 Nine hehijo). 
人 


当 了 1 …， 了 时 | 
和 1 和 arr1 NI, 当 了 = 了 了 十] ,名 有 时 
(规定 xo= 和 art 一 工 ) ， 显然 有 
hiCn1 十 6) 十 十 和 (ny 十 00) 十 图 
Arg TO) + hin 十 0) ， 
因此 dns-t ze, tC) 一 名 已 
” 引 理 2 设 0o4 是 拓扑 传递 的 。 若 GC 有 4) 有 个 闭路 Pi ….， 
了 ,， 周 期 分 别 为 n1，…, ni:(% 这 2), 月 
AGN, 7, Mi) = B11) 
则 GC(4) 有 5 个 闭路 ,周期 分 别 为 mmry,，…，m， 使 得 
dm1, 7 M4) =0, 
且 这 些 闭 路 至 少 有 一 个 公共 顶点 ， 
证 明 据 $18 的 命题 8, G(A 和 4) 有 一 条 闭路 过 所 有 顶点 , 记 为 
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书 其 周期 为 c>0， 据 引 理 1]， 存 在 正 整数 "+， …，Yzto 使 
Ot 9 十 26) 一 区 

卫 与 古 ，…， 卫 : 均 至 少 有 一 个 公共 顶点 . 把 卫 重 复 避 次 , 然后 与 
疡 在 它们 的 公共 顶点 处 合成 新 的 拷 路 , 记 作 

wpP 一 PP,, 
其 周期 为 mac(0 一 ?二 匀 显然 ,与 个 闭路 

nmP> Pi,*, miP—> PP, 

都 过 G(4 :的 所 有 顶点 , 当然 宇 少 有 一 个 公共 项 点， 及 它 们 的 周期 
有 最 大 公 因 数 9， 证 毕 . 

引 理 8 设 @,，…, 全 是 aa 的 全 部 不 同 不 可 纺 周 期 人 >1)) 
如 果 

好 (el (i) = A>1, 

型 每 一 个 可 允许 循环 节 的 长 度 以 4d 为 因子 . 人 

证 肯 ”到 为 每 一 个 可 允许 循环 节 都 是 由 可 允许 不 可 约 周 期 节 
生成 , 引 理 的 结论 是 明显 的 , 

引 理 4 假设 同 引 理 3， 设 . 

V(B, j=o[bo Di V(b, 0) oleo … ea 
其 中 1 12>1 和 如 66， 则 对 任意 >0， 
on(V(B, DN)NFOE, HT 

站 洒 din, 即 4 整除 m， 

证 明 设 

~ (wom) ETAV CB, 2)) NV (CE; 1), 


即 
EVE, ob), 
和 目 存在 y= 《yoyr…)EVCB，j), 使 得 
STAY) 一 人 


易 见 yo 一 D0 一 eo 一 Xz0 一 W,。 因 此 人 yo 久 … yy,-i) 是 可 允许 循环 节 ， 
据 引 理 8， 我 们 有 
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引 理 六 设 s 是 拓扑 传递 的 , 且 G(4) 有 两 个 周期 分 别 为 品 
和 ns 的 闭路 ,使 
dln, na) = 01, 
刘 G(4) 有 两 个 周期 分 别 为 mz 和 mz 的 闭路， 它们 至 少 有 一 个 项 
辐 项 点 , 且 
dm m9) =t. 
证 明 设 
Coop Fon PD0 
和 csc cc > Pe, 00 
是 (有 4) 的 两 个 闭路 , 它们 的 周期 分 别 为 4 和 ma、 设 ws 是 GCA) 
的 任意 顶点 ， 据 $ 183 的 命题 8， 设 
P= Ti bo Bt ue, 
{cre Py 
是 经 过 顶 虑 1 Cpopr 和 acesc 药 一 个 闭路 ， 其 周期 为 c>0, 其 中 0% 
5, t, VC<R 记 
Pi=@— > > 和 Pa= > 
我 们 有 
P=-P—>ay— Ps. 
据 引 理 1， 存 在 正 整 数 入 和， 使 


dn he mat pe) =8, 
易 见 , 闲 路 


有 Go > 000, .150 > Ps | 

过 sr， 有 旦 周期 为 如 +Xe，、 类 似 地 ， 可 以 得 到 过 my 且 周 期 为 ne 十 
Kc 的 闭路 ， 证 毕 ， 

推论 设 o4 是 拓扑 传递 的 , 日 人 (及 ) 有 # 个 闭 暑 (这 3), 它 
们 的 周期 以 4 之 1 为 最 大 公 因 子 ， 则 GG 人 有 4) 有 个 闭路 ,它们 的 月 
斯 以 为 最 大 公 因 子 , 县 它们 至 少 有 一 个 公共 顶点 。 

证 明 类 似 , 从 路 ， 
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推论 2 设 o4 是 拓扑 传递 的 , 且 GC 有 4) 有 周期 2 和 mn, 使 
dm, n) = > 1, 
则 对 任意 符号 EA， 存在 两 个 可 允许 循环 节 
Coo 六 让 《2 人 和 
使 得 &s， 巧 一 QG. 

证 明 因为 盘 = (ws) 每 一 行 和 每 一 列 都 有 不 为 0 的 元 素 ， 故 
存在 0<1<hh 使 sw=l 即 为 G(4) 的 一 个 项 点。 由 04 的 周期 
分 别 为 和 %% 的 局 期 点 可 得 到 GC44) 的 两 个 周期 分 别 为 加 入 的 
闭路 ， 据 引 理 扣 可 得 到 G(4) 的 两 个 闭路 , 它们 均 过 顶点 m。 且 
它们 的 周期 以 为 最 大 公 因子 . 易 见 ， 这 两 个 闭路 所 决定 的 两 个 
可 人 允许 循环 节 即 是 所 求 ， 口 

引 理 8 设 ca， …， es 为 ea 的 全 部 不 同 的 不 可 约 周期 (>1) 
其 中 wa 拓扑 传递 , 则 

dle1, '', Ci) =1 
畜 汝 4 有 周期 世 利信 
Qim, n)=1, 

证 明 据 候 设 G: 有 4;: 有 个 闭路 ,周期 分 别 为 01,…, ct, 据 引 
理 5 的 推论 1，G(44) 有 5 个 闭路 ,周期 分 别 为 m44，…， ww 它们 至 
少 有 -- 个 公共 顶点 ， 县 

CO 022) 一 二. 
这 个 闭路 决定 了 个 可 允许 循环 节 
Pi, *, P,, 
它们 的 长 度 分 别 为 "i,，…， mi 且 它 们 均 含 有 某 个 符号 ， 不 失 普 
遍 性 , 可 设 它们 的 第 一 个 符号 相同 。 存 在 正 整 数 z,，…， zx， 使 得 

249723 十 - 二 20 一 下 十 QH 十 十 2 《0<< < 

G(4) 的 闭路 
到 BrP 二 :Pye 
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OO 
Pr1' Pr1"* .BP P, 
的 周期 分 别 为 


EW/ i 
利 
TN 
因此 扎 素 ， 易 见 ， 册 这 两 个 闭路 决定 的 er4 的 两 个 周期 点 的 周期 
分 别 是 这 两 个 闭路 周期 的 因子 , 因而 也 必 互 素 . 口 
引 理 了 设 o4 是 拓扑 传递 的 , 且 有 周期 mr 和 mn， 使 得 
(pr, WN) 一 省 
则 存在 祝 汪 0, 使 对 任意 7 之 入 和 任意 计 ES,， 存在 可 允许 循环 节 
《ao 2 1) 。 
证 明 ee 2， 可 设 
1 
ED en > “],t>U, 县 
dts, t) ==1, 
设 2 和 4 是 正 整数 , 使 得 
| 23 一 十 十 弦 . 
下 而 证 明 , 取信 一 sty 即 可 . 
设 % 之 入 、 记 
n=(HMH+lIYN+Is+r, 
其 中 六 过 V0, 0<1 志 和 0r< 之 8, 仿 
_ 
P,Pi… 户 ， 和 P2,— PoP ‘Ps. 
它们 是 可 允许 循环 节 , 长 度 分 别 为 se 和 #E， 易 见 , 可 允许 循环 节 
Miu UT 二 SC 一 


i 
Pi BP py Ps 2y “PP,, 


的 长 赚 为 
Chiytl strrst Cs—r y= (WMI N+ls+r=n. 思 
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3 15.2 若干 等 价 条 件 


设 b>2,， (S00) 和 及 =《4wy) 为 x 阶 0,1- 方 降 . 
定义 1 正 整 数 集合 
{n>0|wu >1, YO<z < 本 
的 最 大 公 因 子 叫 作 “ 妇 一 (wy) 的 周期 ”) 亦 称 “ca 的 周期 
本 小 节 主 要 是 证 珊 下 述 重要 命题 
命题 1 下 述 条 件 等 价 , 
i) oa 是 拓扑 强 混合 的 ; 
ii oa 契 捷 扑 弱 泥 合 的 ; 
iii) wa 是 拓扑 传递 的 , 且 
Le 1, C4) —1, 
其 中 心 … G 是 ora 的 全 部 不 同 不 可 约 周期 ，t>2; 
iy) wa 是 拓扑 传递 的 , 卫 有 周期 ww 和 加 使 
dm, 1) =1; 

V) 是 是 不 可 约 的 , 且 存 在 0<i，j 二 和 n, 使 得 

oy >0, ol >0; 

Vi) 六 是 不 可 约 的 , 且 有 周期 1， 

Vii) 人 么 是 非 周期 的 ; 
Wii) GD) 有 一 条 团 路 ， 过 所 有 顶点 ， 且 有 两 个 周期 互 素 的 闭 
路 . 

证 明 i=> 六 已 知 . 

这 之 证 ca 拓扑 传递 是 明显 的 .下面 用 反 证 法 , 设 dCe1，…， 
ces) 一 QG 关 2. 记 也: 一 《go 人 so-1) 是 一 个 可 允许 不 可 约 周 期 节 ， 
旺 然 , 了 2= (bos bo …iéo-z) 也 是 一 个 可 允许 不 可 约 周期 节 ， 令 

六 :一 六 2 一 La 一 o[go 人 有] 
利 La 一 o[2-x 名 4 ie, 4。 
下 面 证 明 , 不 存在 n>>0, 使 得 
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{oaxoca) VixVo) NU xU,) 
=(oaV YNU) x (oy NV) GD, 
设 存在 n>>0, 使 上 式 成 立 , 即 
oaACViNT 和 FAD, om NU 
据 引 理 4， 由 上 面 第 一 式 得 


oln. 
rEoAly 2) NU;, 
印 Us 生存 在 YEVs, 使 
oCY) 一 2 
由 此 即 得 


Wo 一 右 ，” 负 一 2o 一 名 -1 Ai 一 2 
因此 (go 六 … 殷 ) 是 可 允许 循环 节 , 其 长 度 为 %+1， 据 引 理 3, 又 
人 dnti, 
综 上 , 我 们 得 到 
dln, |nt 芋 , 
当 gm>>2 时 , 这 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 
dle …，o) 一 工 ， 
iii=>ivy 由 引 理 6 给 出 ， 
iv 一 YY 握 引 理 5 的 推论 2, 可 设 
Pi= (bo hh "G1), P= (加 人 
是 两 个 至 少 有 一 个 公共 符号 的 可 允许 短 环 节 ， 长 度 分 别 为 s 和 证 
人 0 
da(s, t) =1. 8>0, t> 
存在 正 整 数 2 和 yy， 使 得 
ws=1+ot. 


代为 二 是 长 度 为 gs 的 可 允许 循环 节 , 据 $ 48 的 命题 3 
wi >0, 


多 
间 样 ，Pa… 了 Ps 是 长 度 为 yt 的 可 允许 循环 节 , 又 有 


afe >0. 
令 zs 二 n， 即 得 
o>0, gi >0, 
VVi 设 0<6 7-< 和 nw 之 0, 使 得 
a >0, of >0. 


据 § 13 的 命题 2, 存在 从 5 到 j 的 可 允 序 列 
站 一 人 了 一 他 训 … 攻 ， 
长 度 分 别 为 n 十 1 和 nn 二 3， 又 据 §18 命题 8 的 推论 ， 存 在 包含 全 
部 五 个 符号 的 可 人 允许 循环 节 ， 
P= (% so. 于 人 有 

设 卫 的 长 度 为 [2p， 卫 中 显然 包含 从 到 3 的 一 个 可 允许 序列 ， 
设 其 长 度 为 m0, 用 P 和 了 Ps 分 别 代替 三 中 从 羡 到 的 这 个 可 
人 允许 序列 , 得 到 两 个 可 允许 循环 节 , 它们 的 长 庭 分 别 为 

1 一 m4 十 名 十 1， 4m 二 nt2. 
而 且 ， 进而 可 以 假设 这 两 个 可 允许 循环 节 每 一 个 都 仍然 包含 全 部 
个 符号 (例如 , 必要 时 可 用 PP 代替 PP 再 施行 上 述 代 着 即 可 ). 据 
§ 13 的 命题 2, 我 们 有 

oH "t+", CITY 0. 
不 难看 出 , 这 两 个 式 子 对 所 有 0<6< 均 成 立 ， 因 此 , 集合 

{n>016f >0，Y0<6< 之 丰 

中 有 相 邻 的 两 个 整数 ， 这 就 证 明了 44=- (cy) 的 周期 为 1，44= 
《es 不 可 约 是 明显 的 . 

Vi=> vii 因为 44= (my) 不 可 约 , 据 8 13 的 命题 8 及 其 推论 ， 
存在 包含 全 部 石 个 符号 的 可 对 许 循 环节 ， 并 设 其 长 度 为 n>0。， 因 
为 可 允许 循环 节 由 可 允许 木 可 约 局 期 节 生 成 , 故 

B01, 07) |n, 


{45 


其 中 e … oa 是 oa 的 全 部 不 同 的 不 可 约 周期 ， 由 定义 1 易 见 ， 
及 一 Coss) 的 周期 亦 可 为 &(c1，…， ?4 整除 , 据 假设 , 我 们 有 
(er, 1 Ci) 一 二 
即 i 成 立 ， 据 iv, 存在 oa 的 两 个 周期 % 和 和 使 得 
Gm, n)=1i, 
设 卫 和 驴 是 G(4) 的 两 个 闭路 周期 分 别 为 mm 和 nm， 令 工 是 
GCA) 的 过 所 有 顶点 的 一 个 闭路 , 周期 为 1>0。 据 引 理 1， 存 在 正 
整数 入 和 ,使 得 
Ami At, nt pt) =1, 
忆 和 了 含有 公共 的 项 点， 重复 人 入 次 ， 再 与 卫 在 它们 任 一 个 公 
共 顶 点 处 合成 一 个 新 的 团 路 ， 其 周期 为 m 十 导 ， 同 样 ， 重 复 了 上 
次 再 与 @ 在 它们 的 任 一 共同 顶点 处 合成 一 个 新 闭路 ， 其 周期 为 
n 十 i， 这 两 个 新 闭路 决定 了 两 个 包含 全 部 个 符号 的 可 允许 循 
环节 ， 其 长 度 分 别 为 m 十 秆 和 mn 十 jt， 据 互 素数 的 性 质 , 存在 正 
整数 7+ 和 s, 使 得 
smt ht) =r nt pt) +1. 
由 有 4= (4) 的 不 可 约 性 , 存在 及 >0, 使 得 
奏 十 闯 十 '… 十 全 >>0. 

下 面 证 明 A***+’D > 人 0. 

设 gi 和 gs 是 任意 两 个 正 整数 显然 存在 包含 全 部 个 符号 
的 可 允许 循环 节 , 其 长 度 为 g1sCm 十 四 )。 即 对 每 一 个 入 ， 存在 
长 度 为 gis《m 十 和 4) 的 可 允许 循环 节 ， 据 § 13 的 命题 2, 我 们 有 

om >0. VY Oj<h 
即 方 降 4""+*0 的 主 对 角 线 上 元 素 均 不 为 0， 对 人 on 
ArmimtswArmntet 有 相同 的 结论 , 于 是 根据 矩阵 乘法 的 基本 性 质 ， 
我 们 有 
Pe UU .Ve drnrpD > 册 ， 
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两 端 相 加 , 得 
intinD 通 十 如 2 二 十 4 六 0. 
即 44= (ar) 是 非 周期 的 ， 
vii-》 viii 设 n>0, 使 4 六 0， 当然 亦 有 drtt 六 0， 因此 ， 


o>0, > VO<i<h 

据 8J3 的 命题 2, 存在 两 个 可 允许 循环 节 , 它们 的 长 度 分 别 为 和 
nn 十 4， 它们 决定 了 GCA4) 的 两 个 闭路 , 周期 分 别 为 n 和 n+1， 因 
此 ,它们 的 周期 互 素 , 

从 (有 自 ) 有 一 条 闭路 过 所 有 顶点 是 明显 的 ， 因 为 盘 - (ae) 是 非 
周期 的 ， 当 然 也 是 不 可 约 的 ( 见 $18 的 命题 8). 

viii=>i 设 

V(B, 7) =o[bo by … b+1a, V(E, 力 一 of[eo Gi *'* 81-1] a 
是 任意 两 个 相对 柱 形 ，G(4) 有 一 条 闭路 过 所 有 顶点 ， 据 8 1 的 
命题 8, oa 是 拓扑 传递 的 ， 又 据 8 18 的 命题 8 的 推论 , 存在 包含 
全 部 个 符号 的 可 允许 循环 节 ， 因 此 , 存在 可 允许 序列 
(Bo bi byty *** tr4 C0), ee] 

据 引 理 ” 存在 六 >0, 使 得 对 任意 的 m> 入 ,存在 可 允许 循 
环节 teo el … em..1); 因此 ， 
(bo 区 Dys Ws «°° rt B80 BL ‘°° On_1 60) 
是 可 允许 序列 ,长 度 为 m+ 二 I， 因为 
V(B, 1)~=olbo 页 by-1] a 

Dol bo br oo° bis We Wry Bo OL *'* On1 C0 @1-1] hy 
履 
oa "VB, 7)) 
Poa "olbo Bae byt "+ Wy_1 G0 61 *'* Om_1 60 «1* 8611] 4) 


一 oleo -eri]la—=V (BE, 1). vm>N 
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令 玖 =7- 下 ， 我们 有 
aiVB, DINVCOE, DEY. vn MM 

命题 工 至 此 证 明 完 毕 . 

推论 工 _ca 拓扑 混合 一 entfcd)>0 利 ca 混沌; 反之 不 然 . 

证 明 设 o4 拓扑 混 合 ， 据 命题 1 的 viii, 易 证 G(4) 有 两 
条 周期 互 素 的 闭路 经 过 同一 个 顶点， 所 $14 的 命题 8, ent(o4) 
>>0 和 o4 混流， 

下 述 例子 说 明 , 折 扑 传递 和 正 拓扑 粹 并 不 北 涵 拓扑 混合 性 , 令 


{oo tol Cea Cos 0 1 0 0 
;a co 6 A Ws | 0 0 1 1 | 
tag Got tga (29 i 0 0 0 
| ts (tal O33 (33 1 0 0 0 
(1} Ts 
G(4) ~ os |, 
1 0 0 0 


易 见 ，G(4) 只 有 两 个 不 可 约 闭 路 : 
G01 人 12 一 > (a0, dn >C13 ?90) 

它们 都 过 项 点 aot， 据 &14 的 命题 8, ent(c4)>>0 和 oa 是 混 泌 
的 ， 但 据 命题 1，c4 不 是 拓扑 混合 的 ， 因为 它 的 周期 都 是 3 的 倍 
数 . 口 

推论 2 车 和 4= (awy) 蚌 不 可 约 的 , 且 主 对 角 线 上 有 非 0 元素 ， 
则 4 是 非 周期 的 . 

证 明 据 $ 切 命题 8 G(4) 有 一 条 闭路 过 所 有 顶点 .这 明 
显 地 蕴涵 ca 有 不 小 于 >3 的 周期 ， 另 外, 和 4 一 《iy) 主 对 角 线 上 
有 非 0 元素 , 列 涵 ca 有 不 动 点 , 即 有 1 周期， 因此 , oc4 有 互 素 的 
周期 . 据 命 题 1， 有 下 = (ww) 是非 周 期 的 . DD 

推论 8 若 44= (ws) 不 可 约 , 则 把 和 4 的 主 对 角 线 元 素 都 变 成 
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0t 如 果 有 非 0 元素 的 话 ), 其 余 的 元 素 不 变 , 则 所 得 方 阵 仍然 是 不 
可 约 的 ， 

证 明 设 mw=1(0<5< 克 、 据 813 的 命题 38, G( 和 4) 有 一 条 
闭路 过 所 有 杭 点 , 记 为 

P= a a>, 

上 曼 见 ,在 卫 中 去 掉 所 有 项 点 mia 可 能 出 现 不 止 一 次 》 仍然 是 一 
条 闭路 ， 且 除了 uis 外 过 所 有 其 余 的 顶点 。 这 证 明 在 4= (aw) 中 
把 主 对 角 线 上 元 素 wi 换 成 0 而 其 他 元 素 不 变 , 所 得 方 阵 仍然 是 不 
可 约 的 ， 这 个 过 程 至 多 重复 五 次 , 即 可 得 所 要 结论 . 口 

命题 车 2<8<8 则 ca 拓扑 混合 当 且 仅 当 co 拓扑 传递 
县 ent(ea) 盖 0. 

证 明 据 命 题 二 只 须 证 明 充 分 忻 . 

设 &-2， 全 = (ceo) 不 可 约 情 形 只 有 下 述 四 种 


A tr 0 WN 0 
. 1) °. 0) G 1 和 人 《1 站 
其 中 前 三 种 情形 ca 均 有 万 闲 半 期， 因而 sent(ca)>0, 且 据 命题 
1. oa 也 是 拓扑 混合 的 ， 第 四 种 情形 ea 只 有 2 周期 , 因而 不 是 折 
外 混合 的 ， 同 时 ent(o.4a) 一 0, 这 证 明石 -2 结论 成 立 ， 

设 4-3， 据 推论 3 可 以 只 考虑 4 二 (ay) 的 主 对 角 线 上 元 素 
全 为 0 的 情形 ， 又 据 §18 的 命题 9 及 其 推论 , 如 果 4 一 (aw) 的 每 
一 行 和 每 一 列 都 具有 一 个 元 素 不 为 0 则 ent(ga) =0 且 o4 不 是 
拓扑 混合 的 ,余下 的 情况 是 , 4 一 (ay) 至 少 有 一 行 或 一 列 , 其 上 有 
两 个 元 素 不 为 0。 先 考虑 只 有 一 行 或 一 列 ， 其 上 有 两 个 元 素 不 为 
0 的 情况 。 除 掉 转 置 不 计 外 , 只 有 下 述 两 种 情形 ， 


0 10 0 10 
0 01| 下 
1 10 100 


易于 看 出 ， 每 一 种 情形 的 cs 都 有 2 和 3 两 个 周期 ， 它 们 互 素 ， 因 
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而 ent(ca)>0 和 ca 是 拓扑 混合 的 ， 

当 人 = (cj 有 多 于 一 行 或 一 列 , 其 上 有 两 个 元 案 不 为 0 时 , 它 
显然 可 由 上 述 两 种 情形 再 加 上 一 个 0, 1- 方 阵 而 得 到 ， 据 $11 的 
命题 4 4 ~ (es) 是 非 周 期 的 , 因而 enttca)>0 和 ca 是 拓扑 混合 
的 . 器 
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第 6 章 


一 般 子 转移 


我 们 讨论 符号 动力 系统 有 双重 月 标 . 其 一 ,是 因为 符号 动力 
系统 具有 广泛 的 应 用 ， 其 二 ， 是 把 它 当 作 在 一 般 拓扑 动力 系统 研 
究 中 从 特殊 系统 到 一 般 系 统 的 一 个 过 渡 ， 第 5 章 系 统 讨 论 了 有 限 
型 子 转移 , 得 到 了 一 系列 漂亮 的 结论 , 这 使 得 有 限 型 子 转移 在 上 述 
第 一 个 目标 中 占有 重要 地 位 ， 但是， 有限 型 子 转移 类 似 一 维 动力 
系统 ,受制 约 条 件 太 强 ， 以 致 于 其 结果 一 般 都 不 具有 普遍 性 ,这 就 
降低 了 它 在 上 述 第 二 个 目标 中 所 占 的 地 位 . 

本 章 将 讨论 的 一 般 子 转移 是 与 有 限 型 子 转移 大 不 相同 的 ， 到 
目前 为 止 , 人 们 对 一 般 子 转移 的 研究 还 远 不 充分 , 所 获 结 果 也 显得 
零星 。 如 果 说 有 限 型 子 转移 已 经 形成 理论 ， 则 一 般 子 转移 的 研究 
还 处 在 较为 初级 阶段 , 其 理论 还 有 竺 建立， 第 5 章 中 关于 有 限 型 
子 转移 的 结论 对 一 般 子 转移 大 多 不 再 成 立 ， 这 对 上 述 第 二 个 目标 
而 言 是 一 件 好 事 , 因为 较 之 有 限 型 子 转移 ,一 般 子 转移 很 可 能 是 由 
特殊 到 一 般 的 一 个 更 好 的 过 渡 ， 一 般 子 转移 的 任何 进展 都 可 以 使 
我 们 对 一 般 拓 扑 动力 系统 有 进一步 的 认识 和 了 解 ， 

本 章 首 先 讨 论 两 个 一 般 子 系统 的 例子 ， 用 以 说 明 拓 扑 炳 与 混 
沪 的 关系 远 不 像 上 有 限 型 子 转移 所 表明 的 那样 简单 ， 我 们 还 有 一 般 
子 转移 的 例子 , 说 明 混 合 性 与 拓扑 炳 和 混沌 的 关系 也 不 那么 简单 ， 
但 因为 这 已 超出 本 书 范围 而 不 得 不 制 爱 ， 有 兴趣 的 读者 会 在 遍历 
理论 的 学 习 和 讨论 中 遇 到 它们 .最 后 我 们 介绍 一 种 产生 一 般 子 转 
移 的 一 般 方法 一 一 代 换 动力 系统 ， 但 是 同样 因为 超出 本 书 范围 的 
原因 , 我 们 只 能 限于 简单 介绍 , 浅 尝 则 止 , 有 兴趣 的 读者 可 去 参阅 
有 关 文献 (参阅 [44])， 
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8I6 西 个 蚀 子 
S16.1 例子 1 


我 们 曾 证 明 , 对 于 线段 动力 系统 而 言 , 正 拓扑 精 与 系统 在 非洲 
荡 集 上 的 混沌 等 价 (87 命题 5).。 我 们 自然 要 问 : 这 个 结论 对 一 般 
情形 着 否 也 成 立 ? 据 8 44 命题 8 和 8$8 芭 命题 6 的 推论 2 这 个 结 
论 对 有 限 型 子 转移 是 成 立 的 ， 但 是 ， 正 如 我 们 在 $7 中 所 说 的 那 
样 ， 它 对 一 般 情形 并 不 成 立 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 须 构造 一 个 反 
例 ， 本 小 节 的 目的 就 是 用 符号 动力 系统 这 个 工具 构造 这 样 一 个 反 
例 ， 显 然 , 下 面 我 们 所 构造 的 子 转移 不 是 有 限 型 的 . 

取 天 =2 S={0, 4} 和 (S”, o) 同 前 下面 构造 一 个 点 %E 
S»， 使 得 子 转移 

0 wy, Co(8, oT) 

具有 所 需要 的 性 质 . 

构造 ES 如下; 令 

Po=({1 0)， 

-有 一 ooQo 其 中 Qo=(0 0), |@ol=|Pol xz 
Ps 一 PoQoPiQi 一 PP 其 中 心 =(00 … 0) 使 得 
|Qi| = |.PiP:i| x2, 

归纳 地 , 对 n>1, 令 

Ps,= PoQo' PT 一 PP iiQ 其 中 Qn-1== (00.…0), 
使 得 |Qwij = |] 了 Po 1 Xn 


记 ¢= PoQo PQ PQ ESE. 
我 们 有 下 述 简单 事实 ， 


(1) xzE€ RCo), 即 w 是 ao 的 回复 点 ， 

出 上述 构造 易 见 ， 对 每 一 个 n>>0, Ps 的 前 |Po8o…Psi| = 
1P-iPn-1| 个 坐标 分 景 与 的 前 |Pn-i:P,-:| 个 坐标 分 量 对 应 相 
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等 ， 由 回复 点 的 定义 和 8Sz 上 度 笑 2 的 定义 , 县 然 有 wzE RC0), 

(2) oflo o)N PG) - le—(00.%)} Pols co) 只 包 会 5 
的 一 个 周期 点 8 一 (0 0 …)。 

出 上 述 构造 易 见 , [8,1 习 on>o0)， 显 然 6E wlrw, 9)， 又 ， 
不 难看 出 ， 由 任意 长 元 素 不 全 为 96 的 有 限 序列 生成 的 a 的 周期 点 
不 能 是 orb(w2) 的 极限 点 ， 由 wz, 0) 不 包含 除 e 一 (0 0…') 外 的 a 
的 周期 点 ， 

(3) w(w, oz) 是 无 孤立 点 的 不 可 数 集 . 

由 % 的 构造 易 匈 , % 不 是 0 的 渐 近 周期 点 . 据 8$2 的 命题 外 
wkz,， 0) 不 可 数 . wka，c) 无 孤立 点 是 明显 的 . 

考虑 子 转移 

Oo | teroy: ot, OIL, 0), 
据 (2) 和 (3), 有 
Plo [ces0)) FQ (G0 | we,0)) = {YL, 0), 

因此 ,所 $13 的 命题 ?, oa lexzoy 不 是 有 限 型 的 。 

下 面 我 们 将 证 明 : 

i) entto |ww,o)) =0, 

这 ) c | ww,o) 在 李 - 约 克 意 义 下 混沌， 

先 来 计算 |P,|，Yn 之 0. 

引 理 1 | 了 ,1 一 (nm 十 1)128，Yn>0， 

证 明 从 上 述 构造 ,有 15o[ =2， | 有 | = 一 4 当 m% 一 工时 结论 成 


及 


设 结论 对 n>>1 已 成 立 ， 据 上 述 构造 , 易 见 
IiPsri| = | PnPsQol =2| P|-+2! Dl x (n+1) 
=21Ps| (n+2) = (n+2)12°"+t, 口 
引 理 2 设 T 了 ,是 8 一 {0, 了 上 有 限 序列 , [7 一 |PoQo Pa| 
一 上 Pa ， 测 2 可 以 出 现在 z 内 蕴涵 了 TT, 可 以 出 现在 Paws 内. 
再 者 ， 当 Ti 的 第 一 个 坐标 分 量 为 工时 ,人 ,可 以 出 现在 z 内 要 省 
4 可 以 出 现在 了 ia 上 内， 
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证 明 当 了 一 《00…) 时 ,因为 |]Qnrsj>| 工 Psi， 显然 了 可 
以 出 现在 Psts 一 Pntr2PnraQnt2 内 ， 
下 设 PD。 至 少 有 一 个 华 标 分 其 不 为 0， 且 可 以 出 现在 ” 内 . 据 
2 的 构造 易 见 ， 存 在 j 了 >n, 了， 可 以 出 现在 让 内 ， 下 设 7>m 十 也 
我 们 渐 言 , 了, 可 以 出 现在 大 ;+ 内， 因为 
Pj;=P;-1P;-1Q-1) 
[Pi| > [Pas| > |! PnP,l, 
故 了 可 以 出 现在 Py-1、 了 Pj-iPyi 或 PzQ;-1 内， 但 不 能 出 现在 
Qi-1 内 .只 须 讨 论 后 面 黄 种 情形 即 可 ， eas 种 情形 ， 即 了 
机 以 出 现在 
了 -Pi 四 也- 人 2Py- 
内 。 因 为 [ 包 -s| 二 1&4 二 17， 故 全 出 现在 
卫 ;-3P-2@-s 一 Pi 或 GoPi- 
内 ， 设 Zs 出 现在 
人 ~- 了 -一 QQy-a 
内 (没有 出 现在 P;-z 内 , 否则 断言 成 立 )， 因 为 
1P;-a|>|Pnnl > |， 
[IQ;-sl> [Qa | > IZsl, 
易 由 4 的 构造 中 堵 出 , Ts 亦 可 以 出 现在 
Qi-aPy-s 
内 ,因而 可 以 出 现在 
Py_sP_sQi_sPy-2Q-2 = Pys Ps-2Q -2 = Dy-A 
内 ， 第 二 种 情形 断言 证 毕 . 
再 讨论 第 三 种 情形 , 即 7 出 现在 
Pj-1Qi-1= Pi_sP;-2Q1-2Q 1 
内 ， 因 为 18-?| > j@ul 二 17 故 了 。 出 现在 
P;_2P;- 2Qy-2 = Py-1 
内 . 
综合 上 述 , 我 们 证 明了 2 亦 可 以 出 现在 Pi-: 内 .。 上 述 过 程 
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可 以 持续 下 去 , 直到 7 一 mm 二 8 为 止 , 即 For<z > TD,<Pots. 
当 7% 的 第 一 个 坐标 分 量 为 1 时，T-<z 过 Yi<Pstz 的 证 明 
类 似 ( 即 上 述 过 程 可 以 持续 到 j=n 十 1 时 为 止 ), 细节 了 栈 去 . 器 
引 理 3 Pts 含有 长 度 为 |PsPa。| 的 不 同 子 序列 的 基数 不 大 
于 
[三 | 一 | 有 PP 一 (ad 128d3 (二 1)I2nt Yn>0 
证 明 当 ? 一 二 2,…，| Pots| 一 1PsPs| 时 ,以 Pwzs 的 第 个 
众 标 分 景 为 第 1 个 坐标 分 量 , 可 得 到 .Pts 的 全 部 长 度 为 |P,P，| 
的 子 序列 ， 引 理 中 的 估计 由 绰 理 1 给 出 ， 易 见 , 这 些 子 序 列 并 不 
起 两 两 不 柑 癌 的 ， 口 
加 忆 一 F814 中 的 符号 . 
Getotz 0))=#({io da) [YE oly, ac 
Yo—= bo, Yn-1™ on-1}) 
一 并 二 2 加 -1e[2o 千 -1]weso) 关 名} 
引 理 和 《io … 加)EQCogz, 0)) 当 和 且 仅 当 (6o … 名- 到 
2 即 \z …… 名 -1) 出 现在 > 内 ， 
证 明 设 
(éo 六 人 1) 一 《go or) 
其 中 y= (gp 执 …)Ewlw, 0)， 据 定义 存在 >0, 使 ie) 与 9 
的 前 % 个 华 标 分 量 对 应 相等 , 即 为 (bo … 名 -1)， 因 此 
(bo 1 < | 
下 设 (名 … 如 -1)-<w， 妈 存在 1>0, 使 0'(z) 的 前 mn 个 坐标 分 
量 与 (如 … 纪 -1) 对 应 相等 . 记 yo(%)Ew(z, o)， 则 
Cio dn-1) = (yo: Yn-1)s 
即 
(io is-1) EQ (wlF, 0)). 
i 的 证 明 据 引 理 1~ 引 理 3,， 得 
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Qipp OW, oO) EN 2" 一 fm. 十 工 ) 2941 
< (Cn 十 到)12843 Yn>0 
据 8 14 的 命题 2， 有 


enblo | ure,o)) 一 ~ lim log 0,{ wx, o)) 


= lim IP, | log @,p,p, (wl, 0)) 


<lim CE log (nt 4)12"+3 =0, 


这 的 证 明 ” 邮 证 明 存 在 不 可 数 集合 Woc awk, o)， 满 足 
a) lim sup pl(o"Ce), oY)) 1, Vo, YE Mo, FY 


b) lim inf p(o*(2), o"(y))—0, Yz, yE Mo. 


先 信 计 了 PoQo… 卫 , 中 坐标 分 景 为 1 的 个 数 ， 据 定义 ， 
oo S20 PP = P,P wn-4Pr-1Qn-1 


和 ; | Qo | = | Xn, 
因此 


2lPaPnil| hs 0 
mt ti Ym 


显然 ， 出 现在 Pri= PoQo P,Q, 内 长 度 为 | PP,| 的 任意 有 
限 序列 其 坐标 分 量 为 工 的 个 数 不 大 于 了 P,P， 中 坐标 分 量 为 1 的 个 
数 , 即 不 大 于 P| 个 坐标 分 量 中 1 的 个 数 , 因 此 


1 
> TP I (f=1, 0<i<|P,P,|}) 


> | 间 ({6[lzity=1, 0<i<IP,P,l}), 
其 中 >0 是 + 1PsPrnl<<|Ps:i|, 
记 M={yEolr, ololy, o)=w(r, 0)}, 
据 $ 3 的 命题 1, 有 是 wlw, ao) 内 一 个 处 处 秽 密 的 G 型 集 ， 即 
oz，) 可 数 个 处 处 稠密 的 开 集 的 交集 . 
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引 理 各 对 是 不 可 数 的 . 
证 明 设 tjmt 是 wtw, o) 的 处 处 稠密 开 集 序列 ,使 


生 一 人 AQ,. 


设 开 可 数 , 即 可 写成 
用 一 [pt 2 ME wr, 和 )， 风 2 
显然 ， 


Q1, Qs, Of， 0)— {mi}, ww, 0) ~— {me}, 0 


亦 是 o(z， 5 ) 的 可 数 个 处 处 稠密 的 开 集 ， 易 见 
{Modn (A Gl, o)-{m)))=9. 


但 这 与 点 集 拥 扯 中 著名 的 Baire 定理 (表述 为 : 完备 度量 空间 中 可 
数 个 处 处 秽 密 开 集 之 交 在 原 空 间 内 处 处 稠密 , 参见 [2]) 相 也 盾 , 口 
引 理 6 集合 
M,={sE M|orh(s) fl orbly) + OO} YEw(z, o) 
是 可 数 的 ; yz€ 寻 ， 则 
MN 天 = N= M,. 
证 明 设 #€E 凡 ,， 即 存在 5>0.;) 之 0, 使 
oe) 01), 
对 固定 的 位 , 力 ， 满 足 这 个 条 件 的 xE 寻 是 有 限 的 ， 不 超过 2 
个 , 而 整数 侦 代 , 从 是 可 数 的 , 故 必 v 是 可 数 的 ， 余 下 部 分 是 明显 
的 . 口 
据 引 理 6, 可 在 村 上 建立 关系 “~ 
y~z 3 M,= NW,, 
易 见 “~ ”是 自 反 的 , 对 称 的 和 传递 的 , 因而 是 等 价 关 系 ， 因 此 , 好 
可 由 “~” 分 成 等 价 类 ， 据 引 理 5 和 引 理 6， 由 等 价 类 构成 的 商 空 
闻 形 / ~ 是 不 可 数 的 ， 利 用 选择 公理 , 在 每 一 个 等 价 类 中 选 一 点 ， 
而 构成 一 个 不 本数 集 合 ， 记 作 WoC 开 显然 ， Mo 中 的 不 同 两 点 
轨道 不 相交 。 下 面 证 明 , 这 个 及 6 即 是 oj we,o) 的 一 个 混沌 集 ， 
设 yz€ MM0, 8 天 3。 因 为 
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orb(y) 站 orp 人 2 一: 
易 见 ， 对 任意 大 的 灰 >0， 存 在 8> 六 ， 使 ex 与 o 坟 的 第 一 个 
坐标 分 量 不 间 , 据 度量 p 的 定义 , 我 们 有 
lm sup p(on(y), o"(%)) >1, 
i 中 的 & 获 证 ， 
设 YE 型 o。 易 见 
jim inf p{a*(y), oa)) = 
当 其 仅 当 对 任意 入 汪 0， 存 在 £0, 使 得 o*iy) 和 oa*(%) 的 前 六 个 
坐标 分 景 对 应 相等 , 即 全 为 0。 由 此 易 见 , 对 任意 % 宇 0.j7>0， 
lim inf pl(o*(y), oz)) =0 
当 且 仅 当 
lim inf peti(y), on 人 2))=0 
因此 ,下 面 总 是 可 以 假设 y 和 z 的 第 一 个 坐标 分 量 都 是 1, 
构造 一 个 新 点 wES%， 使 得 


局 -| 0, 车 Yi= 
五 其 余 情形 ，Yi>0,， 
由 MN 我 们 有 


lim pF | 地 lo 一 1 0<< | PP) 


<lim BB T《 半 (| 三， Os Dns:}) 
i Oi | P,P,|})) 


<lim 下 (tw,=1, 0&o< | P,P,|}) 


TE 


2 
lim 了 一 0. 


由 此 ， 易 于 用 反 证 法 证 明 ， 对 任意 的 不 >>0， 存在 ”>0, 使 得 也 的 
前 [PP 个 坐标 分 量 中 从 某 一 个 开始 连续 六 个 均 为 0 从 定义 
可 以 看 出 , 这 列 诅 
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lim infplo"(y), oa"(%)) =0, 

并 证 毕 ， 
显然 ， 有 
(0 [ossr)) = oT, 0). 

因此 

pe ne, o> wr, 0) 
就 基 一 个 在 非 游 落 集 上 混沌 但 有 零 拓扑 烂 的 系统 。 至 此 , 我 们 完 
成 了 正 拓 扑 峭 与 系统 在 非 游 些 集 上 混沌 不 等 价 的 证 明 。 值得 注意 
的 是 , 上 面 构造 的 o(z，c) 是 拓扑 传递 的 , 但 不 是 极 小 的 . 也 就 是 
我 们 证 明 的 是 存在 有 零 拓扑 炳 的 拓扑 传递 的 混沌 系统 。 我 们 可 以 
继续 提问 : 是 否 存 在 有 和 堆 拓 扑 炉 的 混沌 极 小 系统 ?这 个 问题 在 下 一 
小 节 内 给 予 回答 ， 


$16.2 例子 2 


本 小 节 我 们 进一步 利用 符号 动力 系统 构造 另 一 个 例子 ， 说 明 
存在 具有 零 拓 扑 炳 的 极 小 混沌 系统 . 

设 82, 5S ={0, 了 ,一 47 和 (Sa cy 同 前 ， 

引 理 Y 存在 不 可 数 子 集 


ECS™, 
对 其 中 任意 不 同 两 点 
‘T= (mn tr "1), 8 一 《go Yi 7 
满足 mr 关 zmn 的 是 无 限 的 . 


证 明 在 Sw 上 定义 关系 ~: 
.2wvg n>0|w 交 Yn} 是 有 限 集 
< 存在 nn 之 0, 使 X=y1,， Vi>n. 
易 见 ,~ 是 自 反 的 , 对 称 的 和 人 持 递 的 , 因而 是 S* 上 的 一 个 等 价 关 
系 ， 可 揭 此 把 S* 中 的 点 分 成 等 价 类 . 记 由 等 价 类 生成 的 商 空 间 
为 SS 一 ， 
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设 ES 我们 断言 , 集合 
Ms = {yE DIy~ wp} 
是 可 数 的 .对 任意 n>0, 记 
Moen—{yES™ y= Yt, Vin}, 
显然 , We,。 是 有 眼 药 ,因此 
Re- UU Me,n 


是 可 数 的 ， 断言 获 证 . 上 述 断 言明 显 地 草 涵 商 空间 Szx/~ 是 不 
可 数 的 ， 利 用 选择 公理 , 在 它 的 每 一 个 等 价 类 内 选 一 点 作 代 表 , 得 
到 8$z, 的 一 个 子 集合 如， 这 个 吾 显然 满足 避 理 要 求 ， 口 
引 理 8 设 
Cr (ro ot ‘ES 
若 对 任意 j>0 存在 克 >0， 使 得 
(40 ma ri) (ws M+1 "Mtv)) Y5>>0 
则 *E4ktc) 即 z 是 c 的 几乎 周期 点 . 
证 明 利用 Sw 上 度量 Pi( 见 88)， 取 se~ 卫 ， 据 定义 ， 
{m0 2d4 ，… 21-(2i 2 Very) 
蕴涵 存在 二 太一 ;这 1>0， 使 得 
Yh 一 人 HI =—0, ,J 
因此 pe oa)) < 地 se， 即 
oti(w)EV(®, 8), 
据 $ 生 前 定义 4, w€ 4‘o)， 证 毕 . 

设 五 是 3=-{0, 1 ,天 一 匡 上 有 限 序列 的 一 个 集合 ， 驴 上 
一 个 有 限 序列 能 用 下 中 元 素 经 首尾 相连 接 而 生成 , 就 说 这 个 有 限 
序列 可 以 用 来 示 . 

下 面 设 {Zto 是 由 S 上 有 限 序列 构成 的 序列 ,对 每 一 个 
4z0， 记 

K,=— {golomT Gli ENS, 0<J) 窒 计 ， 
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玉 , 是 SS 上 有 限 序 列 的 集合 , 它 的 基数 为 8 中 元 素 每 次 取 $+1 个 
的 排列 数 , 即 为 二， 

定义 1 由 上 有 限 序列 攀 成 的 序列 {yo, 如 果 对 每 一 个 
i>0, 

i 下 ;中 i+ 个 不 同 元 素 按 任意 顺序 经 首尾 相连 接 而 生成 的 
所 有 有 限 序 列 中 至 少 有 一 个 包含 在 2; 中， 

ii) 对 每 一 个 aES， Tig 可 用 区, 表示 {IT}%o 是 
正规 的 . 

引 理 9 由 SS 上 有 限 序列 构成 的 求 规 序 列 {全 。 是 存在 的 ， 

证 明 用 归纳 法 证 明之 . 令 

i 二 1), 
注意 到 及 oo 一 {0, 4, ,一 1}, 易 见 定义 1 中 的 i 和 六 成 立 ， 
下 设 公关 二 了 oo- 已 定义 ， 且 满 足 定 义 1 中 的 i 入, 
设 Jm 是 S 上 有 限 序列 的 集合 
K, = {aofodTi Gn Tn tm, BEN, OCiSm} 
中 所 有 k”+ 个 不 同 元 素 按 和 任意 次 序 经 首尾 相连 接 而 生成 的 有 限 
序列 . 令 
Tn=Jn 0 foD0 Tr 0O Tnmi. 
易于 验证 ,对 Tm 定义 1 中 和 过 仍然 成 立 ， 按 归纳 法 , 我们 得 到 
了 {feo 满足 定义 1 中 条 件 i 和 i， 半 它 是 正规 的 . 口 

引 理 10 设 由 S 上 有 限 序列 构成 的 序列 {IT}? 基 正 规 的 . 
对 每 一 个 JP0 若 i2 且 4EK 则 有 委 可 用 下 表示， 

证 明 给 定 7>0、 对 用 归纳 法 证 明之 ， 当 j=j 时, 结论 显 
然 成 立 ， 下 设 {27 时 结论 已 经 成 立 ， 我 们 来 证 明 结 论 对 ! 廿 工 仍 
然 成 芯 ， 

设 AE 五 5+i。 按 定 尺 ， 存在 W800, ""', M111END, 使 

本 一 Go7o GEGrt1， 
记 
B= lo Tm, 
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显然 
BE KK. | 
据 和 条件 这 zagrd 可 用 其, 表示。 因此 4 也 可 以 用 到: 表示， 口 
下 面 设 友 =2， 并 设 {I,}f2o 为 按 引 理 9 方 式 构 造 的 由 = 
{0, i} 芋 有 限 序 列 构成 的 正 规 序 列 ， 据 引 理 8, 8 一 上 存在 不 可 
数 集合 五 , 对 其 中 任意 不 同 两 点 
v= (go 24 **°), y= (yo y1 *°')) 
2 天 go 对 无 限 多 个 呈 成 立 ， 定 义 喘 射 
pp: EB—>S™ 
| werolowvil1'', 
记 D=9(E). 
引 理 了 入 和 集合 卫 是 co 的 一 个 不 可 数 混 波 集 ， 
证 明 码 见 
Pp: ES 
是 单 射 , 因而 五 的 不 可 数 性 列 洱 忆 不 可 数 . 
对 任意 &E 了 按 定义 存在 (go 本 …)E 加, 使 
w= Wolowil1'™, 
记 9 = |golo…LiiG:|。 显然 
O08) = 
注意 到 工 与 4 的 选取 无 关 , 且 
[| 一 co (300), 
对 必 中 任意 两 点 ”入 我 们 有 
lim inf plo"(%), oy)) < lm plo™(%), o™(y)) =0, 


又 , 所 五 的 和 性质 ， 当 .YED, zy 时 ， 存在 充分 大 的 ， n, 使 
wo 交 yo，、 据 度量 p 的 定义 ,我们 有 

lim sup plo"(), 0"(Y))>1. 已 

引 理 12 w(Yy, 0) 是 极 小 和 的, 县 

也 Ce 0), vyYyED 
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证 明 设 y=(yoy1'')ED. 按 定 义 , 存在 ?= Cbob1***) EE, 
使 
y=p08) = Volobil1 = (yoy1'**). 
注意 , (yo…2o) 是 boToDs… 的 前 2 十 工 项 的 有 限 序 列 , 因而 
(82 < Do7opaT1 Lp-by. VY2Pz0 
对 给 定 的 20， 据 引 理 10, y 可 以 表 成 形 如 
wolo'":Tptpt1 
的 有 限 序 列 的 一 个 无 限 排列 , 其 中 @.€ 8S, 0<i<p 十 1. 到 
六 一 817ofo… 工 ari|， 
对 给 定 的 “2 0， 易 见 (yi…yiix) 包 含 禁 个 olo' "Tomptl, 即 
ooo (Ydit1 "Yi+y), 
因此 , 据 定 义工 中 的 我 们 有 
(yo''*Yyp. <boIo"*Ty-bp <Tp 
到 co 
据 引 理 8, YE 4(o)，、 据 $84 的 命题 2, oly, 0) 是 极 小 的 . 
下 面 证 明 DCw(y, o), YYyED, 设 zED. 据 引 理 11， 
lim inf p(o"(y), 9"(%)) “0. 


显然 
af o) No(lg, 0)wRD, 
因为 它们 都 是 极 小 的 , 故 有 
wy, GT) 一 oz 0). 
因此 Dc toy, a)=0w(y, 0). YyED 口 


引 理 18 ent{o lw.0))—0, YyED. 
证 明 下 面 取 定 i>0. 据 DD 的 定义 和 引 理 10, 每 一 点 yED 
都 可 以 用 
Ki={goTo Ti a ES, Osj<i} 
表示 , 即 可 以 写成 形 如 
QoTo"**Li-1% 
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的 有 限 序列 的 无 限 排列 ， 易 见 , 五 , 中 元 素 都 有 相同 的 长 度 ， 旭 问 
引 理 11 那样 , 记 作 7 ， 
对 每 一 个 4E 下 对 每 一 个 T 裤 和 和 op 记 
4 和 rs 
是 S 上 两 个 有 限 序 列 , 满足 
i) |Anl=j, 14;s| = —D 
ii) 4:= A A;s., 
直观 上 ， A 各 sz 是 和 4 的 一 个 分 割 ， 显然 ， 这 样 的 分 割 是 唯一 
的 ， 记 
Mi= {COICOC= BioAn, YA, BEK'}. 
定义 上 映射 
Pi: KEK,—>M; 
| 4F>4is4i， 
册 长; 的 构造 易 见 ， 
,了 和 天; AnBi2€E Ki 
这 蕴涵 2 是 在 上 的 .因而 
亲 ( 慑 站 所 并 (区 0). V1i<j<m, 
如 前 记述 ,五 ,中 含 2 个 不 同 元 素 , 因此 
CM) 2 Yi<j&m 
设 0O 为 S 上 长 度 为 mm 的 有 限 序列 , 且 
COC-<y, yE€D, 
即 存在 ?i>0, 使 oi() 的 前 m1 个 坐标 分 量 构 成 的 子 序列 与 O 相 
等 ， 因为 y 可 表示 KK; 中 元素 的 一 个 无 限 排列 ， 不 难看 出 ， 存 在 
4, BE K,, 对 某 个 <j 忆 mm%;, 使 
0O— BA; 
则 CE MM， 几 此 
Qn, WD < CMM) <im 


据 引 理 4, 我 们 有 
Qn (wy, 0)) = Qn AY) EtIn, 
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舅 一 方面, 据 mo 和 {To 的 定义 ,显然 有 
Th Ll 22 
最 后 , 据 $ 14 的 命题 2， 我们 有 


, ek 
entlg ly,0)) ~lim ~ 10g Qn (oly, 0)) 
=lim log Qn,(oly, 0)) 
< lim 亦 - Tog 2:119m: 
Ye 


(tt Iog 2 元 log rn ) 
= 
综合 引 理 11~ 引 理 18, 我 们 证 明了 
o | yoy: (2 0)~—>0w(y, 0) VYyE D 
是 极 小 混沌 系统 , 但 有 零 拓 扑 炳 ， 


8$17 代 换 动力 系统 简介 


圭一 节 我 们 从 有 限 序 列 出 发 ， 有 目的 地 构造 了 两 个 一 般 子 转 
移 的 例子 ， 用 以 说 明 我 们 在 本 书 前 言 中 所 说 的 ， 符 号 动力 系统 的 
另 一 种 应 用 一 一 构造 反例 ， 本 节 介 绍 另 一 种 构造 一 般 子 转移 的 方 
法 一 一 代 换 动力 系统 这 是 一 个 涉及 面 极 广 的 研究 领域 ， 具 有 重 
要 理论 意义 和 应 用 背景 ， 我 们 的 介绍 根 于 某 些 基本 定义 和 基本 结 
果 , 

设 有 22 S 一 {0, 了,，…, 万 一} 和 (So) 同 前 ， 

对 每 一 个 n>0, 记 

六 "一 To ni) GES, j=0, .…, nn—1}, 
即 8* 是 S 上 所 有 长 诬 为 nw 的 有 限 序列 的 集合 ， 又 记 
以. 

必 是 8 上 所 有 有 了 眼 序 列 的 集合 . 
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定义 工 5S 上 一 个 代 换 nm 是 指 从 5S 到 8" 的 一 个 单 值 对 应 ， 
7: S58", 
其 中 至 少 一 个 1m 四 | 之 2, iES, 
一 个 代 换 了 诱导 出 从 全 到 5S* 的 一 个 单 值 对 应 ( 亦 记 作 9”): 
家 Se >S， 
| 《5o … By9C5o32(B17 nD), 
其 中 (po … PES 这 个 是 S* 到 8S* 的 自 映 射 , 因此 可 以 进行 
夺 代 ， 不 难 归纳 证 明 , 对 任意 的 n>0, 
IC8o 0) = nho) nn Ba). 
进而 , w 又 诱导 出 从 8S 到 Sw 的 一 个 单 值 对 应 〈 亦 记 作 9)， 
I SD > 
(go gr PD Lo) Ne, 
其 中 zx 一 Mao 2 …)E 5， 同样 ,对 任意 的 n>>0， 
ML) = go) Cr). 
命题 1 ,5S™>S™ 是 连续 的 ,但 非 在 上 的 . 
证 明 从 上 述 定 义 易 网 , 当 plz, ?) < 工时 ， 


PN), NY) Eppley, Y), Vz, YES™ 
这 表明 ?是 连续 的 ， ?7 的 非 在 上 的 性 质 也 很 容易 从 定义 中 看 出 ， 
请 读者 自行 完成 , 口 

这 样 , 我 们 得 到 了 S™ 上 的 一 个 一 般 动力 系统 ， 

(S™, m). 

我 们 有 兴趣 的 是 这 个 动力 系统 的 周期 点 。 

命题 2 设 

[7°06) [一 co (nn 一 >co)， Yi€ES 


则 大 在 wE Sw 和 >0, 使 玉 (w) 一 w， 即 ”有 局 期 点 。 
证 明 人 和 任 取 %ES， 考查 
Gs TD, ,0 
因为 8 是 有 限 的 ， 因 此 存在 m4>>n。>0, 使 得 wm( 让 和 wm( 让 的 第 
一 个 坐标 分 量 相同 ， 这 明显 蕴涵 , 存在 有 >0 和 jES, 使 得 w*(6) 
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的 第 一 个 坐标 分 量 是 过 

任 取 vE8Szw, 使 m=i， 易 见 ， 对 任意 mw>0, yx(z) 的 前 
zz(xo) | 个 化 标 分 量 构 成 的 有 限 序列 是 mak(zo)， 因 此 ，rnz(z) 
和 mmx(z) 的 前 [w(xzo) | 个 华 标 分 量 对 应 相等 , 其 中 zz。 这 表 
明 {w(xz)}%., 是 柯 西 序列 , 因而 存在 vE 8S, 使 得 


Hm 7 人 er) =%, 


显然 一 n*Cw), 芭 久 是 ”的 一 个 周期 点 ,周期 <h， 容 易 厦 出 ,可 
忆 由 在 上 上 迁 代 作用 而 得 到 , 口 
为 简单 起 见 , 我 们 称 下 述 让 和 让 一 起 ,为 条 件 ( 豆 ): 
i) 11772022) | 300n 300), ViES, 
计 ) 存在 iES， 使 得 m(5) 的 第 一 个 坐标 分 量 是 ,不 失 普 遍 
性 , 可 设 满 足 这 个 性 质 的 符号 为 0. 
据 命题 2, 满足 条 件 (五 ) 的 代 换 ?9 有 一 个 不 动 点 ， 记 作 愉 = 
和， 不 失 普遍 性 ,下面 我 们 总 是 假设 wx 中 包含 号 中 全 部 符号 ， 
[ 例 再 取 有 = 人 0 匡 ， 令 
J 1), 
7(D=(1 0). 
显然 满足 条 件 ( 互 )， 容 易 看 出 , m7 有 两 个 不 动 点 : 
w= 0 011010011001..), 
v=n"(1) = 100101100110...), 
其 中 的 ”是 把 双 中 坐标 9 和 二 对 换 而 得 到 的 .ww 叫 作 Morse 序列 . 
[ 例 34 友人 S={0, 好. 令 
es 1), 
7 = (0), 
这 个 ”7 亦 满足 条 件 ( 囊 )， ;有 一 个 不 动 点 : 
w=n"0)= i0001001001...). 
这 个 芭 叫 作 菲 波 那 契 序列 。 
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设 代 换 了 ?满足 条 人 忻 ( 五 ), 并 记 z2=22(0) 为 它 的 不 动 点 。 我 们 
考虑 xE Ss 在 转移 自 映射 o 的 作用 下 的 轨道 的 团 包 ， 即 orblw)， 
得 到 一 个 子 转移 

0 | orpas: orbtu)-—>orblw). 
这 个 子 转移 不 一 定 是 拓扑 传递 的 ， 
[ 例 3] 取 S=1{0, 1, 2}, 并 令 

10)= (0 1), 

mt) 一 (2 2), 

12)=(1 1). 
易 见 7 满足 条 件 ( 五 ). 我 们 考 译 7 的 不 动 点 t=w”(0)， 从 的 
定义 不 难看 出 , 0 只 在 入 内 出 现 -- 次 ， 即 作为 的 第 一 个 坐标 分 
量 . 这 样 的 点 显然 不 是 o 的 回复 点 , 因此 alavs 不 是 拓扑 传递 
的 ， 我 们 有 下 述 判定 命题 ， 

命题 3 设 代 换 满足 条 件 ( 及 )， 则 不 动 点 w=m"(0) 是 a 的 
回复 点 当 且 仅 当 0 出 现在 w 内 至 少 2 次. 

证 明 因为 w 的 第 一 个 坐标 分 量 是 0, 著 忆 中 不 再 出 现 0,w 
显然 不 是 0 的 回复 点 ， 这 就 证 明了 必要 性 . 

下 证 充分 性 ， 从 了 的 定义 不 难看 出 , w 含 2 个 0 蕴涵 含 无 限 
多 个 0， 易 见 ,对 任意 的 n>0, =(0) 的 前 :af0) 项 的 有 限 序 
列 是 w"™0)， 很 显然 ; 这 样 的 有 限 序列 在 w 内 无 限 次 出 现 , 再 注意 
到 |2r(0)1 坟 oon->co)， 这 就 证 明了 =7"(0) 是 a 的 回复 点 品 

设 民 换 满足 条 件 ( 瑟 ), 并 记 ;的 不 动 点 为 ww 一 7 庆 (0)， 车 w 
是 o 的 回复 点 , 则 orblu)=w(lw, 0o), 且 

vl) of ow(u, oa) 
是 拓扑 传递 的 , 因而 也 是 在 上 的 .现在 要 问 : 这 样 的 ow,o) 是 极 
小 的 吗 ? 我 们 有 下 述 重要 结果 . 

命题 4 设 代 换 和 满足 条 件 ( 囊 ), 则 的 不 动 点 一 wm”(0) 是 
0 的 几 平 周期 点 , 或 等 价 地 , orbiw) 是 a 的 极 小 集 (84 的 命题 2) 
当 且 仅 当 对 每 一 个 符号 iES， 存在 6> 0 使 得 wr*( 让 含有 符号 0。 

1é8 


证 明 设 wEA4fo)， 从 几乎 周期 点 的 定义 易 见 , ww 内 任意 固 
定 的 有 限 序列 在 内 无 限 次 出 现 ， 县 其 排列 的 间隔 是 有 界 的 ， 特 
别 地 , 0 在 内 的 排列 间 肥 是 有 界 的 ， 因 为 一 ?Cw),， Yh 人 1， 族 
4 包含 (外)， 最 后 ; 当天 oo 时, 7*( 引 的 长 度 亦 趋 于 无 穷 , 因此 ， 
对 完 分 大 的 ,19*( 四 含有 0， 这 就 证 明了 必要 性 . 

下 证 充分 往 ， 为 证 E44lo), 只 须 证 明 % 内 任意 固定 的 有 限 
序列 避 在 ww 内 无 限 次 出 现 ; 且 其 排 询 疗 申 有 界 即 可 。 易于 看 出 , 0 
在 内 无 限 次 出 现 且 其 排列 辣 隔 有 界 痊 泣 "(0) 在 #x 内 无 限 次 出 
现 县 排列 间隔 有 界 ，Yn>>0。 后 者 又 剖 涵 4w 内 任意 固定 的 有 限 序 
列 吾 在 x 寺 无 限 次 出 现 且 其 排列 间隔 有 有 界 ， 因 为 当 % 充 分 大 时 有 
卫 <m"0)。 因此 ;为 证 wwE4(o), 只 用 证 阴 0 在 * 内 无 限 次 出 现 
且 在 zx 内 的 排列 间隔 有 界 即 可 , 

设 mr 人) 合 有 0， ES 8>0， 显 然 ，Tztt( 人 含有 75(0)， 因 而 
也 含有 0， 记 


EK=supinf {h 0 一 807) 
六 Fl 


显然 ,7 含有 0， ViES， 记 = wo tr…)， 我 们 有 


Ur= TU ) 
显然 长 度 1w*G4) | 是 有 界 的 , 县 每 一 个 m9*(uw) 都 含有 0。 这 明显 吾 
涵 0 在 内 无 限 次 出 现 且 其 排列 间隔 有 界 . 口 


[ 俩 和 取 5S=10, 1, 2, 3}, 且 令 
70) ={0 1), 
nD =(1 0), 
7(2)=(3 3)， 
7(3) =(2 2), 
易 见 , 7 满足 条 件 ( 囊 ), 有 内 0 在 不 动 点 习 一 六 00) 内 不 只 出 现 一 次 。 
据 命 题 8 ww 是 og 的 回复 点 ， 亿 不 难看 出 ， 对 任意 n>0, w"(2) 和 
7"《3) 不 含有 0、 因 此, 据 命 题 4, 亡 不 是 9 的 几乎 间 期 点 ;于 转移 
Os wu Oo u, ST) 
是 拓扑 传递 的 , 但 不 是 极 小 的 ， 
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关于 代 换 动力 系统 的 讨论 到 此 为 由 ， 因 为 青 讨 论 下 去 不 可 避 
免 地 要 过 到 诸如 遍历 性 等 问题 , 那 已 不 在 本 书 讨论 范围 之 内 了 . 代 
换 动力 系统 正 被 广泛 研究 着 , 有 兴趣 的 读者 请 参阅 有 关 文 献 ( 例 如 
L441)., 
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